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Introduccion

En este escrito se presenta tanto algunas consideraciones
en torno a dificultades en los procesos de ensefianza y apren-
dizaje del algebra, como resultados parciales de un estudio
realizado con estudiantes de octavo grado, sobre interpreta-
ciones de la letra en contextos algebraicos; asi como tam-
bién, algunos elementos a tener en cuenta en el disefio de
actividades en el aula.

La mayoria de ideas planteadas en este escrito' hacen parte
de los resultados de la investigacion que desarrollé el Gru-
po PRETEXTO de la Universidad Distrital Francisco José
de Caldas (1994-1996), y corresponden a planteamientos
presentados en el informe del proyecto de investigacion I«
Variable en Matematicas como Problema Puntual: Biisqueda de can-
sas en octavo grado, cofinanciado por la misma Universidad y

COLCIENCIAS, Céd. Co. 1130-10-004-92

Se quiere plantear en este escrito algunas consideraciones
en torno a la comunicacion en la matematica escolar, enten-
diéndola desde la posibilidad de éxito que pueden tener los
procesos de ensefianza y aprendizaje, y algunos de los pro-
blemas que entrafian estos procesos, lo cual es parte inte-
grante de lo que en la actualidad se encuentra en la mira de
los investigadores en Educacion Matematica. Sin embargo,
antes debe decirse que es ya punto de acuerdo que la inves-

aptado como parte del material didactico preparado para el Programa de Formacion Permanente
! Adaptad parte del material diddctico preparado p 1 Prog de F P t
para Docentes “La Transicién Aritmética-Algebra”, cofinanciado por la Universidad Distrital y el
IDEP.
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LA TRANSICION ARITMETICA-ALGEBRA GRUPO PRETEXTO

tigacion didactica no puede ni debe corresponder a un dis-
curso al margen de las disciplinas especificas, y que ademas
esta el reconocimiento de que disciplinas colaterales como
psicologia, antropologia, filosofia, historia, lingiiistica, in-
formatica, entre las mas nombradas, son puntos de referen-
cia teéricos importantes y necesarios tanto para la
teorizacion, como para la investigaciéon pedagogica.

Asi, en el caso del trabajo en didactica de las matematicas,
que por sus avances y bagaje tedrico ha logrado la consoli-
dacién de un cuerpo de conocimiento, a la vez que una co-
munidad académica, alrededor de lo que internacionalmente
se determina bajo el nombre de Educacion Matematica, la
investigacion ha privilegiado la escolar. En ella la aritmética,
el algebra, y en los ultimos tiempos, la 16gica® y temas como
funciones y limites.

Ahora bien, la existencia de dicho cuerpo de conocimiento
no ha significado, al menos en el contexto colombiano, que
éste haga parte del conocimiento profesional del profesor,
por cuanto en la formacién recibida no se aborda, como
uno de los nucleos, el conocimiento generado en didactica
de las matematicas -entendida no como una técnica de en-
seflanza sino como una disciplina que, mediada por una
actitud reflexiva del profesor, posibilita convertir en proble-
mas los fenémenos del aula, condicién necesaria para rei-
vindicar y entender la labor del docente como una /zbor pro-
festonal -.

Con este libro se intenta aportar elementos teoricos para
posibilitar tanto procesos de reflexiéon sobre lo que aconte-
ce en el aula -no so6lo desde el punto de vista de la cogni-

* En la légica, la atencién es puesta fundamentalmente en los enunciados condicionales, pues las
formas de razonar en matematicas, se separan de las del razonamiento mundano, en cuanto, como lo
corrobord Piaget (1963), un si P entonces Q, es usualmente asociado a que se supone la conclusion, O,

y se buscan las condiciones, P, para tenerlo, lo cual dista radicalmente de la interpretacién matematica.
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INTRODUCCION

cioén, sino también desde la interaccion social, en relacion
con la gestién de clase que hace el profesor-, como para
construir propuestas de trabajo en el aula, en relacién con el
algebra escolar.

En el primer capitulo se trata de poner en evidencia que
desconocimientos en didictica ocasionan incomunicacion
en el aula, independiente de la intencién de las personas que
interactden en ella. En el segundo, se presenta resultados de
investigacion relacionados con algunas de las manifestacio-
nes de los problemas asociados con la transicion aritmética-
algebra (cambios en el tipo de convenciones usadas en la
aritmética e interpretaciones de la letra en contextos mate-
maticos, entre otros). Para puntualizar un poco, se presenta
algunos ejemplos que seran comentados mas extensamente
en el desarrollo de este capitulo:

En aritmética se destaca el caso de la interpretacion de los
simbolos “="y “-”.  Con respecto al primero se ha encon-
trado que en general los estudiantes lo interpretan como
una orden de operar, de realizar una operacion (especial-
mente en los grados cuarto a sexto), razoén por la cual cuan-
do se enfrentan a situaciones del estilo 3+\/§ , donde el
proceso encierra el resultado y viceversa, optan por una in-
consciente aproximacion: 3+1.7 = 4.7 para darle sentido a
su interpretacion. Tal situacion ha sido llamada e/ conflicto
proceso-producto. Con relacion al segundo, desde un punto de
vista metodolégico, hay tentativas de investigacion en el aula
tendientes a conseguir que tal simbolo no sea asociado, como
hasta el momento se ha comprobado y corroborado, a
negatividad: anteponer el signo menos es sindnimo de negatividad >
lo cual puede ser comprensible, pues en aritmética, en el
trabajo con nimeros “concretos”, asi es indefectiblemente,

? Por ejemplo, la expresién —x suele interpretarse como nimero negativo, independiente de los posibles
valores que tome x

om
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salvo el caso de situaciones por el estilo de -(-7).

En algebra, uno de los temas estudiados es el transito de la
aritmética al algebra, en particular el de la interpretacion de
la letra en contextos matematicos, que sera el tema central
en este escrito. Como caso destacable, se establece una cierta
conexion entre las interpretaciones dadas a las letras, con
las dadas a los numeros irracionales, especialmente en el
caso de los expresados en forma de radial. Por ejemplo, un
numero considerable de estudiantes ignoran, o no usan los
radicales, como ha concluido el Grupo PRETEXTO, ante
la necesidad de dar sentido a estos simbolos, lo cual logran
mediante el centramiento en las cantidades subradicales:

“ [345=8",<374+3/7=3/14".

En el tercer capitulo se presenta una caracterizacion de la
variable en matematicas, tomando como referente los tra-
bajos de Kiichemann (1978, 1980 y 1981) y dos investiga-
ciones realizadas en el contexto colombiano (PRETEXTO,
1996; OCHICA y CIFUENTES, 1998). En el cuarto, se
plantea algunos elementos para el trabajo en el aula y se
propone algunas actividades que, en el contexto de resolu-
ci6n de problemas, posibilitarian tanto procesos de genera-
lizacién y simbolizacién, como aproximaciones a la inter-
pretacion de letra como nimero generalizado y como varia-

ble.
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EL AULA : Algunos ejemplos

Cuando se esta en una clase, particularmente de matemati-
cas, y en el contexto escolar (primaria y secundaria), uno de
los principales elementos presentes es el lenguaje, tanto or-
dinario como matematico, desempefiando una funciéon de
mediador de la comunicacién. Sin embargo, puede pregun-
tarse hasta qué punto esta medicion permite encuentros don-
de los interlocutores tengan la posibilidad de compartir sig-
nificados de los discursos desarrollados.

En otros términos, que sefialan la intencién de este capitu-
lo, se plantea la pregunta acerca de si a las palabras del len-
guaje de las matematicas puede atribuirseles una significa-
cion exacta, independiente del sujeto, o si por el contrario,
ellas participan del caracter subjetivo de las del lenguaje or-
dinario, que al decir de Wittgenstein, tienen un significado
dependiente de cada subjetividad, y por tanto es movil tan-
to en el espacio y en el tiempo como en el sujeto que las
significa. Puntualizando un poco mas y a manera de ejem-
plo, ¢el significado que un matematico da a palabras como
“conjunto”, “pertenencia”, “igualdad”, “variable”, entre mu-
chas otras, es siempre el mismo y para todos?, ¢su
simbolizacion: “A, B, C”, “€”, “=", “x,y, z”, no produce
alteracion de los significados matematicos?, jestas palabras
y estos simbolos pueden ser significados por los estudiantes
e incluso por los profesores, al margen del uso que de ellas
se haga en el contexto del lenguaje ordinario?.

Ahora bien, dado que un significado motiva, y va acompa-
flado de una representacion, surgen preguntas analogas: jesa
representacion es la misma en y para todos?, ¢tiene un ca-

m 12
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racter subjetivo?; éstas, junto con las formuladas en el pa-
rrafo precedente, seran enfrentadas desde una perspectiva
practica que llevara a darse algunas respuestas y por qué no,
a tomar una posicion frente a ellas, que desembocara en la
tematizacion de algunos de los problemas de la comunica-
ci6n en la matematica escolar, relacionado con la preten-
sion de evidencia de los discursos matematicos escolares.

1.1 SITUACIONES DE AULA

Inicialmente, y para ambientar un poco los problemas de
comprension de parte de los estudiantes, surgidos de sus
representaciones y significaciones de los conceptos mate-
maticos y su simbologfa, se presenta algunos ejemplos en el
terreno practico®.

Situacion 1. Un profesor, en grado sexto, tratando de ex-
plicar en qué consiste la igualdad entre conjuntos, escribe
en el tablero la siguiente pregunta:

¢{a, e i, 0,u} = {x / x es una vocal}?,
sorprendido, encuentra respuestas como:

* Laigualdad no es posible pues x no es una vocal.

* s falsa porque el de la izquierda tiene cinco elementos
y el de la derecha sélo dos (tiene dos equis).

* Laigualdad es falsa pues el conjunto de la izquierda tie-
ne cinco elementos, mientras que el de la derecha solo
uno porque si x es #na vocal, no puede ser cinco.

* Clarol, porque x puede ser cualquiera de las cinco voca-
les.

*Los ejemplos aqui tratados no son hipotéticos, corresponden a situaciones de aula presentadas
efectivamente.

13 .
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Mirada la pregunta desde la perspectiva del profesor, la igual-
dad es evidente y entonces no sélo la nocién de igualdad
entre conjuntos se aclara, sino ademas las formas principa-
les de determinarlos: por extensiéon y por comprension.

Veamos ahora la perspectiva de los estudiantes en las dos
primeras respuestas. En el primer caso el estudiante se en-
cuentra inmerso en el mundo de lo ordinario cotidiano; los
signos que aprecia son significados a partir de la relacion
que establece entre ellos y su mundo, del cual hacen parte
las letras como elementos del alfabeto. En el segundo, no
solo se encuentra en el mundo de lo ordinario cotidiano,
sino que a los signos en que basa su decision los considera
objetos en si mismos, por lo que encuentra la diferencia en
la cantidad.

Situacion 2. :Es el tridangulo A, un tridngulo rec-

tangulo?

La respuesta, bastante frecuente entre los estudiantes hasta
de grado noveno, es negativa. Es de suponer que el profe-
sor formula la pregunta queriendo que los estudiantes, al
responder, utilicen lo que caracteriza a dichos tridngulos:
tener un angulo recto, y con la presunciéon que para el estu-
diante, como para él, la figura propuesta es una representa-
ci6n de un triangulo rectangulo cualquiera -no de uno espe-
cifico-. Pero, spor qué esa respuestar. Una explicacion plau-
sible puede obtenerse al tomar como referencia la practica
corriente, en la enseflanza de la geometria, de utilizar para
hablar de perpendicularidad, el sentimiento inconsciente de
perpendicularidad connatural al ser del “homus erectus”,
es decir, el estar de pie sobre una superficie que le da segu-
ridad por la posibilidad de guardar el equilibrio. Mas expli-
citamente, en la mayoria de los casos, la respuesta a esta
pregunta es afirmativa cuando la posicion del triangulo es

m 14
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tal que uno de sus catetos es paralelo a lo que le permite
seguridad: el piso.

Aqui hace aparicion, como comentario al margen, un hecho
no estudiado suficientemente: los sentimientos de ligazon
del estudiante con su mundo y la incidencia de éstos cuan-
do de significar los signos del lenguaje matematico se trata.

Situacion 3. En cuestionario presentado a aproximada-
mente 800 estudiantes de grados séptimo, octavo y noveno,
distribuidos en tres colegios de estrato socio econémico di-
terente de Santa Fe de Bogota, aparecia la siguiente situa-
cion:

“Una manzana cuesta $200 y una pera $150. Si'Y es el niimero

de manzanas y Z es el nimero de peras compradas, ;qué representa

la expresion 200Y + 15022”.

Las interpretaciones dadas, en su mayoria, correspondieron
a una de seis interpretaciones de la letra en contextos mate-
maticos’: letra como objeto, como se refleja en respues-
tas como las siguientes: “200 manzanas y 150 peras”, “la suma
de las manzanas y las peras”, ‘el nimero de frutas compradas’.
Explicitamente, la letra es vista como representacion de un
objeto o como el objeto mismo.

Vale la pena, para fijar una posicion respecto del conoci-
miento, decir que estas respuestas provienen de interpreta-
ciones que de las letras hacen los estudiantes; por lo tanto, a
estas respuestas no se les debe tratar como errores, mas
bien hay que aceptar su coherencia con respecto de la inter-
pretacion realizad. Este enfoque exige también encontrar
razones que expliquen tales ocurrencias, por ejemplo, en el

> Las seis interpretaciones aqui aludidas son referidas mediante los siguientes nombtes: /zra evalnada,
letra jgnorada o no usada, letra como objeto, letra como incdgnita especifica, letra como nimero generalizado y letra
como variable; tipificacion ésta surgida de una investigacion realizada por D. KUCHEMANN, en el afio
de 1978, las cuales seran puntualizadas mas adelante.
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caso expuesto en esta situacion se puede afirmar que es una
ocurrencia debida -he aqui una responsabilidad del ejerci-
cio docente-, al trabajo usual de los profesores en la inicia-
ci6n al algebra, cuando al querer hacer aparcer la letra le
dan un uso que induce fuertemente esta interpretaciéon, como
en situaciones del estilo “15 flores mas 8 flores da 23 flo-
res” y luego escriben “15f + 8f = 23f”, o, ya en el algebra
propiamente hablando, cuando plantean problemas como:
“la edad de A es el doble que la de B y sumadas dan 30
afios. ¢Cuales son las edades?” y para modelar el problema
escriben: “A = 2By .4 + B = 30, entonces 2B + B = 30...”,
donde definitivamente la letra evoca la persona y no su edad.

1.2 LENGUAJE MATEMATICO
Y TRABAJO EN EL AULA

La lectura entre lineas de los ejemplos mencionados apun-
ta, pues, algunas de las razones para que la comunicacién
en matematicas escolares sea tan poco exitosa en nuestras
aulas, entendiendo por esto, la ausencia de comprension sig-
nificativa, tanto de aquello que hablamos cuando hablamos
de matematicas, como de las conexiones logicas que vali-
dan la coherencia del discurso involucrado, bueno, en los
casos donde efectivamente el discurso la tiene:

En primer lugar, aparece una actitud profesoral que, aun-
que inconsciente por lo natural a las personas, impide al
decir de los constructivistas, un aprendizaje significativo:
centrarse en la propia perspectiva, sin considerar las otras
posibles de sus interlocutores. En otras palabras, creer que
la evidencia manifestada para él en su discurso, se manifies-
ta también en sus estudiantes, provocando asi de hecho, #7a
doble dificultad. Por un lado, el desarrollo de unos conteni-

m 16



INCOMUNICACION EN EL AULA: ALGUNOS EJEMPLOS

dos que poco o nada son asimilados por los estudiantes, y
por otro, una incapacidad por parte del profesor para bus-
car alternativas de explicacion pues la consideracion de evi-
dencia, la consideraciéon de que esto es claro a todas lu-
ces, se lo impide, y, por tanto, para hacer conciencia de es-
tar siendo incomprendido.

En segundo lugar, en la clase de matematicas, ineludible-
mente debe utilizarse tanto el lenguaje comun, como el
matematico. El primero intentando decodificar al segundo
y éste a su vez, por una de las funciones atribuidas a los
lenguajes ideales, intentando puntualizar significaciones
matematicas para algunas palabras presentes en el lenguaje
ordinario. Esta dualidad, para el profesor, se presenta mas
como antagonismo, que como factor de comprension, pues
él, por su centramiento, pasa por alto que los significados
requieren de un contexto de significacion, es decir, desde
una perspectiva cognoscitiva, que cada estudiante se desen-
vuelve en un mundo especifico, unico que tiene a su dispo-
sicion, y que es en ¢l donde tiene la posibilidad de encontrar
aquellas existencias que le dan sentido y significado a las
palabras, lo cual implica que el significado matematico de
una palabra, en los procesos de formacién, no puede, ni
debe, desconocer el que ya tenga para el estudiante en el
lenguaje ordinario. Un ejemplo adicional aclarara un poco
mas este pronunciamiento. Cuando se quiere llegar a una
definicion como: dos tridngulos son semejantes si sus lados corres-
pondientes son proporcionales, no debe perderse de vista, por
ejemplo, que muy seguramente la palabra semejanza, es sig-
nificada por el estudiante como parecido, concepto que aun-
que ligado fundamentalmente a lo puramente perceptual,
involucra un criterio que puede no corresponderse con el
criterio involucrado en la semejanza de triangulos.

El no tener conciencia de este confrontamiento de interpre-
taciones impide su dialogicidad rompiendo, incluso cuan-
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do existe honesta y explicita, la intencién comunicativa.

Ahora bien, un hecho vinculado a los dos anteriores y que
tiene su origen en el estilo tradicional de formacién en ma-
tematicas, lo constituye el desconocimiento, consciente o
no, por parte del profesor, que esta disciplina tiene un len-
guaje, lenguaje de una especificidad semantica y sintactica
que les son propias y que por lo tanto lo diferencian
significativamente del lenguaje ordinario.

El pasar por alto dicha especificidad, el no hacer conciencia
de este hecho, lleva entonces a que, en la clase de matema-
ticas se asuma, implicita e inconscientemente, el lenguaje
ordinario como unico en juego, posibilitindose en conse-
cuencia que se llegue a pensar, o a concluir, también de
manera incosciente, que la formulacion lingiistica de las ma-
tematicas se logra a través de este lenguaje, que, por no co-
rresponder estrictamente a lo que se pretende ensefiar, y
por ser manejado, bien o mal por el estudiante, hace err6-
neamente innecesarias, alusiones claras, explicitas, intencio-
nales y continuadas acerca de la semantica y la sintaxis del
lenguaje matematico®: el profesor no se detiene para hacer
formulaciones en torno a la especificidad de la simbologia
matematica utilizada en un momento dado, ni a lo que ella
quiere significar -menos aun a lo que ha significado para los
estudiantes-, ni a la estructura del discurso; tampoco a las
formas légicas de construir esas estructuras. Asi, los con-
ceptos matematicos permanecen para el estudiante en un
“limbo” de nombres no contenidos por significaciéon algu-
na. Se explica entonces por qué la memorizacion se cons-
tituye como unica salida de los estudiantes para sobreviver,
temporalmente, en el mundo de las matematicas.

¢ Recuérdese por ejemplo, que cuando se trabaja en aritmética, la concatenacién de signos, en algunos
casos, refiere aditividad: 23=20+3, mientras, al pasar al dlgebra, ella refiere multiplicatividad: 24=2xa.
Esto, en la mayoria de los casos, no es tematizado por el profesor.
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2 LA TRANSICION
ARITMETICA-ALGEBRA

Son varios los problemas que se presentan en la transicion
aritmética—algebra. En este capitulo se hara una referencia
a algunas de sus manifestaciones generales, ubicadas dentro
de aspectos que engloban los problemas referidos, en parti-
cular en los que desde el trabajo del Grupo PRETEXTO
(1993) se ha caracterizado bajo el nombre de Problenas pun-
tuales en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.
Manifestaciones que, si bien no aparecen explicitamente en
los momentos de transicion —grados sexto a octavo—, detet-
minan en una alta medida la posibilidad de comprension
tanto de la relacion entre aritmética y algebra, como del al-
gebra misma.

En general, el trabajo sobre algebra escolar desarrollado en
las aulas gira en torno a los siguientes temas: Conjuntos numé-
ricos (nimeros reales), variables, simplificacion de expresiones
algebraicas y resolucion de ecuaciones. Ahora bien, a partir de los
estudios realizados en el contexto colombiano, referidos en
la introduccion, pudo determinarse que las dificultades de
los estudiantes -que son manifestaciones de los problemas-
en relacion con el trabajo algebraico coinciden, en gran par-
te, con las reportadas en otros trabajos investigativos’, las
cuales, segun Kieran (1989) pueden clasificarse en tanto estén
relacionadas con:

o E/ cambio de convenciones respecto del referente aritmético,

*  La interpretacion de las letras y

o I/ reconocimiento y uso de estructuras .

7 Entre otras dificultades, podemos mencionar las relacionadas con el manejo de los universos numéricos
y los procesos de simbolizacion.
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En lo que sigue se presenta, de manera general, algunos
resultados de investigaciones que dan cuenta de dificulta-
des encontradas al cambiar las convenciones en la nota-
cioén, respecto del referente aritmético que traen los estu-
diantes, y, de manera especifica, los relacionados con las
interpretaciones que éstos hacen de la letra en contextos
matematicos.

2.1 MARCO ARITMETICO DE REFERENCIA

Como lo plantea Kieran (1989), los escolares al comenzar
el estudio del algebra, traen nociones y enfoques de uso en
el trabajo aritmético, pero que no son suficientes para abor-
dar el trabajo algebraico, ya que éste no es una simple gene-
ralizacion del aritmético. Sin embargo, el hecho de que el
algebra pueda ser vista como la formulacién y manipula-
ci6on de proposiciones generales sobre los nimeros, hace
que la experiencia previa que el estudiante ha tenido con la
estructura de expresiones numéricas en la escuela, tenga
efecto sobre la habilidad para asignarle significado, y senti-
do, al algebra escolar. Por ejemplo, la concatenacion de sim-
bolos cambia sustancialmente: mientras en aritmética
concatenar simbolos (nimeros) lleva implicita la suma de
los valores posicionales (25=2decenas+5unidades 6 25 =
20+5; 32 = 3+'%2), en algebra concatenar lleva implicito el
producto (2a significa 2xa). Asi, es posible que los estudian-
tes, por ejemplo, relacionen 2z y 2+a como expresiones
equivalentes o también que sintacticamente asuman a+a
como aa 0 como a2 (ata = aa = a?). En este sentido,
resulta importante destacar un hecho encontrado en la in-

vestigacion desarrollada sobre la variable en matematicas
por el Grupo PRETEXTO (1996): 42 no se relaciona di-
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rectamente con el producto 4./ sino como conteo de baches
(bh 6 h+h), que aparecen dos veces independientemente de
la operacion.

Relacionado con lo anterior, puede mencionarse la dificul-
tad que tienen los estudiantes para aceptar la falta de cierre,
por ejemplo, aceptar como respuesta la expresion a+b,
prefieriendo cerrarla (que es una exigencia presente de ma-
nera drastica en aritmética, al menos desde la mirada usual
centrada en la aplicaciéon de procedimientos de computo),
lo cual induce a escribir a+b = ab e incluso 2+3a = 5a.
Puede generalizarse esta situacion, diciendo que el estu-
diante no acepta que proceso y resultado puedan ser lo mis-
mo, dificultad que ha dado en llamarse dilesna proceso-produc-
to, la cual podria estar relacionada también con la interpre-
tacion del signo igual “="
1981; Moros et al., 1997) y con la dificultad para aceptar la

como una orden de operar (Kieran,

relacion de ignaldad como una relacion de equivalencia. Un hecho
adicional a tener en cuenta es que el estudiante, en su traba-
jo previo, ha enfrentado problemas o situaciones en los cua-
les aparecen expresiones como 3+5 o Z2a+3a, en las que ha
podido decidir cuantas unidades de cada “cosa” hay, pues
cuenta con una #nidad fija de medida; luego, sin que haya
una tematizacion sobre el particular, se le presentan expre-
siones como donde ya no hay
una unidad a partir de la cual saber cuantas de esas hay, he-
cho sobre el cual puede no haber conciencia. Sobre el parti-
cular, podria ser importante realizar un trabajo previo con
operaciones que incluyan fracciones, donde se tematice el
hecho de requerir de #nidades variables (por ejemplo, para
sumar 2 con ), se toma como unidad de medida ), aun-
que también lo serfan Y/, % ....; mientras que para sumar 2
con ¥, se toma Y, como unidad de medida, y para sumar 24
con ¥, se toma como unidad ).
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2.2 INTERPRETACION DE LAS LETRAS:
Un primer acercamiento

Cuando se inicia el trabajo escolar en algebra, al parecer,
como se encontré manifestacion a partir del estudio referi-
do, se propone un repaso sobre los conjuntos numéricos
(como conjuntos, no como sistemas), privilegiando el tra-
bajo sobre lo operativo en términos de reglas para utilizar
ciertos algoritmos sobre sus elementos; iniciando con natu-
rales, pasando por los enteros y racionales, para concluir
con la presentacion de algunos irracionales como /2, /3,
etc., aunque induciendo la identificacién con sus aproxima-
ciones decimales. Posteriormente, y al hacer su aparicion las
letras, ya no de manera ocasional para representar cierta
generalidad (en cuanto a nombrar elementos o expresar pro-
piedades) o en férmulas donde toman un valor especifico
dado, sino en el sentido de operacionalidad, tomadas como
representantes de numeros arbitrarios de un cierto sistema
numérico (visto como estructura®), no se hace referencia
explicita, o no se hace énfasis, en qué conjunto se esta tra-
bajando, pues se espera que, visfos ya los conjuntos numéri-
cos, el estudiante no sélo esté en capacidad de manearls,
sino de asimilar que, en el que se esta trabajando es el mas
amplio posible: el conjunto de los nimeros reales, como
posiblemente lo asume el protesor, sin verificar si entre las
significaciones de los estudiantes aparece esta nocion.
Similarmente, cuando se trabaja con letras, se asume tam-
bién una interpretacion adecuada por parte de los estudian-
tes de lo que ellas significan en el contexto mencionado.

Las letras aparecen, en general, ligadas con expresiones
sintacticas que adquieren sentido en estructuras definidas a

¥ Para reconocer estructura, es necesario conocer estructuras variadas que posibiliten “ver” analogias y
diferencias. Si el Gnico conjunto numérico que trabajan con relativo dominio, como sistema, es el de
los Naturales, como al parecer sucede en los primeros afios de la basica secundaria, ¢qué posibilidades
tienen de ubicar dichas analogias y diferencias?.
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(<

partir de relaciones como “Ggual que”, “menor que”, y de acuer-
do con las interpretaciones que los muchachos tengan tanto
de estas relaciones, como de los simbolos que las represen-
tan. Por ejemplo, para las interpretaciones de las letras, y en
general de las expresiones algebraicas, el estudiante trae como
sistema de referencia el aritmético, asi que, desde éste, la
mayor posibilidad de contextualizar conceptualmente el uso
de la letra, es vetla como una generalizacion de nimero’,
para lo cual, ademas, es indispensable un trabajo consciente
e intencionado por parte del profesor. Sin embargo, tal in-
terpretacion es insuficiente, puesto que el algebra, ademas
de corresponder a un hacer explicito aquello que aparece
implicito en la aritmética, es decir, su estructura, tiene que
ver con la formalizaciéon de procedimientos en los que es
necesaria, si no la explicitaciéon de las propiedades, si la con-
ciencia de cuales legitiman dichos procedimientos.

Aqui es oportuno resaltar, que de esos procedimientos, los
estudiantes tienen la posibilidad de no dar cuenta por el
hecho que en el trabajo aritmético, el resultado es tomado, y
funciona bien, como criterio de correccion. También en este
sentido, es importante sefialar que el profesor,
concientemente o no, hace uso de la posibilidad menciona-
da, con lo cual, los métodos intuitivos, y los métodos en
general, utilizados por los estudiantes, practicamente nunca
son discutidos.

Sintetizando lo expuesto anteriormente, y a manera de con-
clusion, resulta conveniente resaltar, en particular, la impor-
tancia que tiene para el aprendizaje del algebra, superar la

°En la transicién aritmética-dlgebra, se pasa de expresiones como 2(2)+17, la cual puede reducirse a un
sélo término, el 3, a otras como 2b+7, donde ya no es posible tal reduccion. Asi, los estudiantes se ven
abocados a la dificultad conocida como falta de cierre,1a cual conlleva otra adicional de carcter estructural,
pues expresiones como &’ - Frefieren una gama amplia de situaciones, como por ejemplo: 57 - ), (@)
- 9, Gwt1)? - (& J,... y su forma de trabajarlas, lo cual exige para su comprension verlo general en lo
particular y lo particular en lo general. Esto, sin embargo, no es tematizado en general en el aula de
clase; tampoco en los textos escolares.
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interpretacion del signo igual como orden de operar, si se
quiere acceder a una interpretacion de la letra que, ademas
de ser representacion de nimero, considere el tipo (en este
caso el conjunto numérico) al que ella pertenece, es decir,
tanto su universo numérico como las relaciones que le dan
a €l estructura (algebraica, en este caso); y en relacién con
esto, tanto superar, en palabras de Matz y Davis (1980), el
dilema proceso-producto, como aceptar lo que Collis (1975) lla-
ma aceptacion de la falta de cierre" .

2.3 RECONOCIMIENTO
Y USO DE ESTRUCTURAS

Después del trabajo con letras, particularmente orientado
al uso de éstas como representante de nimeros, se empieza
a operar con ellas en el contexto de las expresiones
algebraicas. Kieran (1989) reporta investigaciones relacio-
nadas con la posibilidad de una aproximaciéon geométrica
para dar sentido a las dichas expresiones y descubrir obsta-
culos cognitivos asociados con esta aproximacion; estas in-
vestigaciones sugieren que la construcciéon de sentido de
tales expresiones no lleva necesariamente al desarrollo es-
pontaneo de sentido para la simplificaciéon de expresiones
algebraicas. Sobre el particular, reporta investigaciones re-
lacionadas con el conocimiento estructural que tienen los
estudiantes de dichas expresiones, evidenciado a partir de
los procesos que ellos usan para simplificarlas, y plantea
que las dificultades de los estudiantes en la asimilacién de la
estructura de las expresiones algebraicas'' influye en su tra-
bajo con ecuaciones.

1" Autores citados por Kieran (1989).

""Reporta una investigacién de Greeno (1982), segin la cual el desempefio de los estudiantes novatos
en dlgebra parecia ser bastante al azar, por lo menos en un momento. Sus procedimientos contenfan
multiples errores, que indicaban una carencia de conocimiento acerca de las caracteristicas estructurales
del dlgebra Por ejemplo, podian simplificar 4(6x-3y)+5x como 4(6x-3y+5y) en un intento, pero hacer
algo diferente en otra ocasion.
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En tal sentido, plantea Kieran, se han desarrollado, por una
parte, estudios centrados en el reconocimiento por parte
del estudiante de la estructura superficial subyacente (es decir,
a la forma dada o ala organizacion de los términos y las
operaciones, sujetos a las restricciones que implica el orden
de las operaciones), por ejemplo, reconocer el orden de las
operaciones en la expresion 2(x+1)+3; por otra, estudios
centrados en la posibilidad del estudiante para discriminar
las transformaciones correctas de las incorrectas, es decir,
de la estructura sistémica (en el sentido de estar relacionada
con el “sistema” del cual hereda las propiedades de las ope-
raciones, tales como la conmutatividad y asociatividad, y las
relaciones entre las operaciones como la distributividad),
por ejemplo, reconocer que la expresion 3(x+2)+5 equivale
a 5+3(x+2) 6 a 3x+11.

En el caso de las ecuaciones, recalca Kieran, la estructura
incorpora las caracteristicas de la estructura de las expre-
siones (pues una ecuacion relaciona dos expresiones). Asi,
la estructura superficial de una ecuacién comprende tanto
los términos dados y las operaciones de las expresiones a
ambos lados de la igualdad, como la relaciéon de igualdad y
sus propiedades (por ejemplo, la propiedad aditiva asocia-
da: si se adicionan cantidades iguales a cantidades iguales,
las sumas son iguales); requiere ademas el conocimiento de
la relacion inversa entre adicién y sustraccion y entre multi-
plicacién y division, la equivalencia de expresiones a ambos
lados de una ecuacion, y la equivalencia de ecuaciones en
una cadena de resoluciéon de ecuaciones). Por ejemplo,
3(x+2)+5=4x/2-7 se puede expresar como 3x+11=2x-7,
en donde cada expresién es transformada de forma inde-
pendiente. Por la relacion de igualdad inherente a una ecua-
cion, la expresion a mano izquierda sigue siendo equivalen-
te a la expresion de la derecha después de las transforma-
ciones sistémicas de una o de ambas expresiones.
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Nuevamente se recalca aqui que gran parte del trabajo en la
aritmética ha estado orientado a “encontrar / respuesta”,
énfasis que ha permitido a los nifios arreglarselas con pro-
cedimientos informales e intuitivos; sin embargo, en alge-
bra, se les pide que reconozcan y usen la estructura que
antes han tenido la posibilidad de evitar en aritmética, lo
cual genera dificultades en la iniciacién al algebra como las
mencionadas en las anteriores secciones (Kieran, 1989).

2.4 PROBLEMAS PUNTUALES EN LA
ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE
DE LAS MATEMATICAS

En las matematicas, existen ciertos conceptos o nociones
que estan en la base de algunas de sus areas: aritmética,
algebra, calculo, y, sin entrar en discusion respecto de su
lugar, l6gica; las cuales a su vez, se fundamentan respectiva-
mente, al tiempo que fundamentan a las matematicas como
totalidad. Esto hace que en la ensefianza y en el aprendizaje
de las matematicas, tengan un peso significativo sobre otras
nociones. No se pretende decir aqui que los mencionados a
continuaciéon son los que son, pero si que se ubican dentro
de lo dicho. Son ellos, en orden correspondiente: proporcio-
nalidad, variable, limite y enunciados condicionales. En el siguiente
cuadro se sintetiza la relaciéon area—conceptos problema.

AREA CONCEPTO
Aritmética Proporcionalidad

Algebra Variable

Calculo Limite

Logica Enunciados condicionales
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Lo dicho en el parrafo precedente, es ya una caracteristica
asociable a los problemas puntuales, inherente a dichos con-
ceptos, otra, es que ellos, los conceptos, por el grado de
abstraccion que comparten, poseen una dificultad concep-
tual importante. Estas caracteristicas, provocan entonces,
de manera natural, dificultades tanto para su ensefianza,
como para su aprendizaje, que se manifiestan en los siguien-
tes aspectos:

Permanencia de la dificultad. Con esto se quiere signifi-
car que la dificultad se aprecia en el tiempo en dos sentidos.
El primero, que aparece en los estudiantes, generacion tras
generacion. El segundo, que una vez ha sido vivenciada por
un estudiante especifico, puede permanecer en él practica-
mente durante toda su vida, si no se lleva a cabo un trabajo
para superarla. En este ultimo sentido, lo hecho puede ser
consciente o inconsciente, pero cualquiera sea el caso, no
hay memoria explicita y escrita de ello.

Presencia de la dificultad. 1.0s problemas de incompren-
sién por parte de los alumnos, y las dificultades para el tra-
tamiento por parte de los profesores, se presentan en la gran
mayoria de estudiantes y docentes respectivamente.

Determina incomprension. Cuando no se comprende uno
de estos conceptos, se produce algo asi como una reaccion
en cadena que lleva a que cada vez mas conceptos sean
incomprendidos, lo cual, como especulacién plausible, pue-
de ser una de las razones para la actitud displicente de los
estudiantes para con las matematicas.

Entorpecimiento del comportamiento algoritmico.
Tiene que ver esto con dos aspectos del lenguaje, en parti-
cular del matematico. Semanticamente, cuando un concep-
to ha sido incomprendido, y por tanto no se le ha dado sig-
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nificaciéon al grupo de signos por medio de los cuales se
refiere el concepto, los trabajos de tipo sintactico, que tie-
nen que ver con los manejos algoritmicos, a lo mas pueden
llegar a desarrollarse de manera mecanica y memoristica,
pero nunca significando las acciones llevadas a cabo con los
signos.

Limitante del desarrollo cognoscitivo. l.as matemati-
cas en su naturaleza son de caracter abstracto, el no poder
acceder a la comprension de nociones tan fundamentales
como las mencionadas, impide que los estudiantes desarro-
llen su capacidad de pensamiento formal, mas generalmen-
te ain, su capacidad de abstraccion, lo cual obviamente con-
lleva problemas a nivel de otras areas, incluso de la vida
cotidiana.

Tal es el panorama de lo relacionado con los problemas
puntuales, que valga aclararlo, no son los conceptos propia-
mente dichos lo que aqui se caracteriza como Problema Pun-
tual, cuanto la situacion de enseflanza y de aprendizaje, y en
relacién con las dificultades para lo uno y lo otro.
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3 LA VARIABLE EN
MATEMATICAS COMO
PROBLEMA PUNTUAL

En este capitulo se presenta las ideas trabajadas por los in-
tegrantes del Grupo PRETEXTO, para profundizar en la
explicitacion de por qué la variable en matematicas efecti-
vamente se constituye como problema puntual, mediante la
presentacion de los aspectos que la hacen ser tal:

* La simbolizacién y los diversos usos que de ella se hacen
conducen a las distintas interpretaciones de las letras (3.1).

* En la resolucion de ciertos problemas algebraicos es ne-
cesario usar todas las interpretaciones de las letras (3.2).

* La exigencia de pensamiento formal para desempenarse
competentemente en el cuarto nivel de comprension del
algebra (3.3).

* La caracterizacion de la nocién de variable (3.4.3).

e La relacion entre la caracterizacion de la nociéon de va-
riable y las interpretaciones de las letras (3.4.4).

* Finalmente se describen algunas causas de incompren-
sion de la nocién de variable atribuibles, en buena parte,
a la formacion del profesor de matematicas (3.4.5).

3.1 INTERPRETACIONES DE LAS LETRAS

Puntualizando, respecto de la interpretacion que puede dar-
se a la letra en contextos algebraicos, los estudios de
Kichemann (1978) han mostrado que las dadas por los es-
tudiantes pueden tipificarse asf:
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(1) Letra evalnada. A la letra se le da un valor numérico en
lugar de tratarla como un valor desconocido. Por ejem-
plo, al preguntarsele: “si e+/=§, ¢cuanto es e+/+g°”; el
muchacho responde 72, en lugar de §+g.

(2)  Letra no usada. Aqui la letra se ignora, o a lo mas es
reconocida (pero sin darsele un significado). Por ejem-
plo, al solicitarle “sumele 2 a 37, el muchacho escribe
50 57 en vez de 3n+2.

(3)  Letra como objeto. 1a letra es vista como un nombre
para un objeto, o como el objeto propiamente dicho.
Por ejemplo, ante expresiones como “2n+3#” se piensa
en “2 naranjas y 3 naranjas’, o simplemente como “2
enes y 3 enes, lo cual significa 5 enes juntas”. Si bien
esta manera de operar puede servir para resolver fa-
cilmente algunos ejercicios (por ejemplo en la suma
de términos semejantes), puede ser erronea o carecer
de significado en otros; como cuando se plantea que
una libra es igual a cuatro marcas, en un cierto instru-
mento para pesar, y se traduce como /=4 (lo cual no
se tiene, en este caso, si /y » son nimeros).

(4)  Letra como incgnita. Aqui la letra se piensa como un
numero particular pero desconocido y el muchacho
se lanza a operar con la letra vista de esta manera, a
pesar de la falta de cerradura del resultado (como en
las respuestas §+gy 3n+2).

(5)  Letra como niimero generalizado. 1.a letra se ve como repre-
sentante de valores o capaz de tomar varios valores mas
que como un valor especifico, como en “qué puede usted
decir de Csi C+D=70y C es menor que D”.

(6)  Letra como variable. 1a letra representa un rango de va-
lores y el muchacho es capaz de describir el grado con
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el cual los cambios en un conjunto se determinan por
los cambios en otro (lo cual significa establecer al
menos una relaciéon de segundo orden). Un ejemplo
es “a=b+3; ¢qué le pasa a a si b es incrementado en
2?7, donde los muchachos necesitan encontrar una
relaciéon como “a es siempre tres mas que 47, mejor
que “este @ es tres mas que este 47, lo cual no dice
nada acerca de su relacion con los cambios de 2.

3.2 RELEVANCIA DE LAS DISTINTAS
INTERPRETACIONES

Los distintos usos de las letras (que constituyen, en general,
la manifestacion simbolica de las variables), aunque parez-
can simples para el que sabe, deben ser reconocidos por los
estudiantes para “dotar de significado” el trabajo algebraico.
En general, estas diferencias no son tematizadas en el aula
de clase por parte del profesor, quien, al parecer, asume
esto como un hecho irrelevante o no hace conciencia de
dicha diferenciacién. En tal sentido, puede resultar ilustrati-
vo el siguiente ejemplo, referenciado por Ursini (1994, p.91),
donde aparece manifiesta la necesidad, tanto de conocer
diferentes usos de la letra (variable segin Ursini), como de
interpretarla en correspondencia con las interpretaciones

requeridas para lograr resolver el problema:
“Encuentra la ecunacion de la linea que pasa por el punto (6,2) y
cuya pendiente es 11",

Sobre este problema plantea'?:
“Cuando para resolver este problemay, se parte de la relacion general
que existe entre los puntos de la recta y su pendiente, a saber:
Y=mX+b, queda implicito que se espera que el estudiante sea ca-

12 El subrayado es nuestro
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paz de concebir las variables como nimeros generales. En efecto, esta

expresion describe una linea general y las variables involucradas re-

presentan_niimeros generales que pueden, por lo tanto, asumir cual-
quier valor. Sin embargo, para una linea particular, my b no repre-
Sentan nimeros generales, sino constantes. Por ejemplo, en el ejemplo
arriba mencionado el valor de la pendiente esta dado y tiene que
sustituirse a my; b_es una incgnita que puede determinarse usando

los datos. X y Y son dos variables vinculadas por una relacion fun-

cional: X puede considerarse un argumento al que se le puede asignar

cualguier valor mientras que los valores de Y cambian en correspon-
dencia”

Este es, pues, un caso en el cual se hace necesario trabajar
con distintas interpretacones de las letras: como numeros
generalizados, como incégnitas y como variables (en una
relaciéon funcional).

Kiichemann (1978), apoyado en los estudios de Collis (1975),
toma un marco de referencia Piagetiano® para asociar a las
interpretaciones 1 y 2 (evaluada y no usada/ignorada) el
nivel bajo de las operaciones concretas, a la 3 (objeto) el
superior de las operaciones concretas, a las 4 y 5 (incégnita
y numero generalizado) el nivel bajo de las operaciones for-
males vy, finalmente a la interpretaciéon 6 (variable) el supe-
rior de las operaciones formales. Esta asociaciéon no puede
tomarse, en general, como una correspondencia directa y
asi, por ejemplo, el hecho de evaluar la letra, en un cierto
problema, no significa que el estudiante se encuentre en el
nivel bajo de las operaciones concretas. Kiichemann plan-
tea que las interpretaciones que los estudiantes hacen de las
letras dependen de la naturaleza y la complejidad de las pre-
guntas; por esto, propone ejercicios de diferente compleji-
dad, que requieren de una interpretacion minima (respecto
de la jerarquizaciéon por él propuesta) para poder respon-

BCollis destaca que el orden de sucesion de los estadios permanece invatiante, aunque las edades
cronolégicas correspondientes a los estadios pueden variar mucho de una cultura a otra, de una
persona a otra, e incluso de una a otra tarea en una misma persona.
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detlos correctamente! y, en tal sentido, no acceder a la in-
terpretacion requerida, se constituye en un indicativo sobre
su nivel de razonamiento. Sin pretender profundizar en este
aspecto, puede ser ilustrativo tomar uno de los ejemplos
citados por Collis (1975) y explicitar un poco, desde su cla-
sificacion, la asociaciéon que hace entre interpretaciones de
la letra y niveles de desarrollo de los estudiantes:

“Debes decidir si las afirmaciones siguientes son verdaderas siempre,
algunas veces o nunca. Hag un circulo alrededor de la respuesta
correcta. Si haces un circulo alrededor de “algunas veces” explica en
qué casos es cierta la afirmacion. Todas las letras representan niinme-
ros enteros o cero (por ejemplo, 0,1,2,3,etc.).

1. atb = b+a Stempre
Nunca
Algunas veces, esto es, cuando...

2. mrptn = mtqg+n Siempre
Nunca
Algunas veces, esto es, cuando...

3. at2b+2¢c = a+2b+4c Siempre
Nunca

b2

Algunas veces, esto es, cuando...”.

Estadio inicial de operaciones concretas. 1.os estudian-
tes tienden a considerar la letra como representante de wz
namero determinado. En problemas como el citado (item
1), las letras son reemplazadas por un nimero especifico y
si éste falla, abandonan la tarea, si no, lo aceptan.

Estadio medio de operaciones concretas. Una diferen-
cia notable, con respecto al nivel anterior, lo representa el

“De hecho, como se ejemplificard mas adelante, en algunos problemas se requiere diversas
interpretaciones de la letra para poder abordarlos comprensivamente.
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hecho de una mayor familiaridad con la notacién algebraica,
la cual se manifiesta incluso en la aceptaciéon de la falta de
cierre en las expresiones. En el ejemplo citado anteriormente,
los estudiantes pueden admitir que las letras tomen mas de
un valor especifico, intentan con un par de nimeros y si
satisfacen la relacion, sacan su conclusion sobre esta base;
sin embargo, no pueden responder los itemes 2 y 3.

Estadio de generalizacion concreta. El mayor avance
de los jovenes, en este nivel, es que pueden usar letras para
representar incognitas especificas o nimeros desconocidos
(no objetos), y trabajarlas como tales (con las mismas pro-
piedades de los nimeros con los cuales tuvieran experien-
cia previa); pueden, ademas, aceptar la falta de clausura en
sus respuestas. Al trabajar con el {tem 2, pueden tener difi-
cultades pues, aunque p y q varian simultineamente, en tan-
to pueden ser uno dentro de la gran variedad de nimeros,
no necesariamente se acepta la posibilidad de que ambos se
encuentren y, en tal sentido, no sacar la conclusion a partir de
la deduccién formal de que p=g; asi como también, en el
item 3, no poder aceptar que Z2x(nzmero) = 4x(nsimero), y por
tanto, no poder sacar la deducciéon formal que se desprende
de la afirmacion 2¢ =4

Estadio de las operaciones formales. 1.os jovenes tra-
bajan correctamente en el sistema definido, dentro del cual
pueden sacar deducciones de tipo formal. Por ejemplo, pue-
den sacar las deducciones formales que les permite respon-
der correctamente los itemes 2 y 3 comentados anterior-
mente.

Desde la perspectiva de Collis, la capacidad de los alumnos

para trabajar con pronumerales depende en gran parte de lo
que ellos son capaces de considerar como “real”.
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3.3 NIVELES DE COMPRENSION
DEL ALGEBRA

Con base en el trabajo desarrollado por Collis, y en el marco
del proyecto CSMS (Conceptos en Ciencias y Matematicas
en Secundaria), Kiichemann (1981) establece cuatro niveles
de comprension del dlgebra que estan relacionados no so6lo con
las interpretaciones de letra, sino también con la estructura
implicada (operaciones involucradas) y la naturaleza de los
elementos con los que trabaja. Asi, encuentra grados de facili-
dad (con base en el porcentaje total de estudiantes que re-
suelven adecuadamente los itemes) para cada uno de los
itemes del test aplicado a 3000 estudiantes (13-15 afos).
Inicialmente trabajé con 51 itemes, de los cuales dej6 sélo
30 debido a la similitud de algunos de ellos y los resultados
arrojados respecto a grado de facilidad.

NIVEL 1: Bajo de las operaciones concretas. 1.os ele-
mentos de los {temes son fundamentalmente numéricos (na-
meros pequefios) o tienen estructura simple (involucran una
operacion) y pueden ser solucionados interpretando la le-
tra como objeto, evaluandola o incluso no usandola. Por
ejemplo:

o 87 sabe gue a+b=43, ;Cudnto es at+b+2?7”.

o “Simplifique la siguiente expresion: 2a+5a”

o “Caleule el grea de la siguiente figura™: ¢

10
o “E/perimetro de un poligono es ignal a la suma de las longitudes
de todos sus lados.

Calcule el perimetro de la siguiente fignra’:
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Puede observarse que los anteriores {temes pueden ser re-
sueltos evaluando la letra (para el primer caso), no usandola
(para el tercero) o interpretandola como objeto (para el
segundo y cuarto), y que la estructura sélo involucra una
operacion. Ademas, las cantidades que se manejan son pe-
quefas. El grado de facilidad de los anteriores itemes, en
jovenes de 13, 14 y 15 afios fue: 92%, 97% y 95%, respecti-
vamente, para el primer item; 79%, 89% y 90%, para el
segundo, 77%, 86% y 87% para el tercero y 91%, 94% y
93%, para el ultimo.

NIVEL 2: Superior de las operaciones concretas. 1a
diferencia basica de los itemes con los del nivel anterior es
que su estructura es mas compleja (involucran dos o mas
operaciones) o requieren el manejo de cantidades mas gran-
des. En cuanto a interpretaciones de letra, se mantienen las
del nivel anterior. Por ejemplo:

o ‘SQué puede decir acerca de m, si sabe gque m=3n+1, cuando
n=42"
o “Simplifigue la siguiente expresion: 2a+5b+a”

o “Calcule el drea de la signiente figura”: n

77
o “E/ perimetro de un poligono es ignal a la suma de las longitudes

de todos sus lados. Calenle el perimetro de la signiente figura:

Los itemes anteriores, en relacion con los del nivel 1, se
diferencian en que su estructura es menos simple, pues re-
quieren de mas operaciones para solucionarlos. Los grados
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de facilidad, respectivamente, fueron los siguientes: 44%,
62% y 67% para el primero; 40%, 60% y 66% para el se-
gundo; 54%, 68% y 76% para el tercero; 54%, 64% y 67%

para el dltimo.

NIVEL 3: Bajo de las operaciones formales. 1.a inter-
pretacion de letra “minima” requerida para solucionar los
itemes es la de incoégnita especifica (respecto a la
jerarquizaciéon propuesta por Kiichemann). La estructura
en estos itemes es relativamente simple y se manejan canti-
dades pequefias. Por ejemplo:

“SQué puede decir acerca de r, si sabe que r=s+t y que
r+s+1=302"

o 87 sabe que e+f=8, sa qué es ignal e+f+g?”

o “Simplifique la siguiente expresion: 2a+5b”

o “E/perimetro de un poligono es ignal a la suma de las longitudes
de todos sus lados. Calenle el perimetro de la signiente figura:

2 2 2 Aunque la figura no estd totalmente
2 cee dibujada, se sabe que es un poligono, con n
lados y que todos son de longitud 2.
2 2

En este caso, los grados de facilidad respectivos son los si-
guientes: Para el primer item: 30%, 41% y 39%; para el se-
gundo: 25%, 41% y 50%; para el tercero: 29%, 45% y 51%;
para el ultimo: 24%, 38% y 41%. Noétese que los itemes de
los niveles 3 y 4 se diferencian de los anteriores fundamen-
talmente en la interpretacion de letra requerida para su so-
lucion.

NIVEL 4: Superior de las operaciones formales. Con
respecto a los itemes del nivel anterior, éstos tienen una es-
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tructura mas compleja. Se incluyen mas operaciones y nu-
meros mas grandes. Por ejemplo:

o 7 (x+1)+ x =349 cuando x=6, ;qué valores de x hacen
verdadera la expresion (5x+1)+5x=3492”.

o “Simplifique la siguiente expresion: (a-b)+b”

*  “n multiplicado por 4 se escribe 4n. Multipligue n+5 por 4”

o “Calcule el drea de la siguiente fignra”:

¢ 2

Los grados de facilidad, respectivamente, fueron los siguien-
tes: 4%, 12% y 16% para el primero; 15%, 23% y 32% para
el segundo; 8%, 17% y 25% para el tercero; 7%, 12% y 16%

para el dltimo.

Kiichemann, con base en los resultados del test (que conte-
nfa 30 itemes y fue aplicado en Inglaterra a 3000 estudian-
tes, cuyas edades oscilan entre 13 y 15 anos), encontré la
siguiente clasificaciéon de la poblacién, con respecto a los
niveles de comprension (de lo que llama aritmética genera-
lizada), para lo cual estableci6 un nimero total de {temes de
cada nivel que deberfan ser resueltos correctamente por los
estudiantes (se presentan los porcentajes de estudiantes cla-
sificados por nivel y edad):

13 afios 14 afios 15 afios
Nivel 0 (No clasificable) 10 6 5
Nivel 1 (4 de 6 itemes) 50 35 30
Nivel 2 (5 de 7 itemes) 23 24 23
Nivel 3 (5 de 8 itemes) 15 29 31
Nivel 4 (6 de 9 itemes) 2 6 9
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Ahora bien, quienes no respondieron adecuadamente el
namero minimo de itemes para estar en alguno de los cua-
tro niveles descritos, fueron clasificados en nivel 0. Esta ul-
tima denominacion, en el presente escrito, se considera no
adecuada, en tanto sugiere una menor competencia de los
estudiantes ubicados en este nivel para abordar los itemes
planteados, lo cual resulta discutible si se tiene en cuenta los
resultados del estudio realizado en el contexto colombiano,
segun el cual algunos de los estudiantes clasificados en este
nivel pudieron responder correctamente varios itemes de
niveles superiores. Por lo anterior, se prefiere “ubicar” a di-
chos estudiantes en la categotia no clasificable, para significar
que en dichos casos se requiere de instrumentos que permi-

tan complementar la informacién obtenida con éste.

En el contexto colombiano, especificamente en Santa Fe de
Bogota, se realiz6 una réplica parcial de esta investigacion',
a menor escala, con 133 jévenes de octavo (13 afios aproxi-
madamente), 133 de noveno (14 afios) y 123 de décimo (15
afios); es decir, un total de 389 estudiantes, de dos colegios
oficiales. Los resultados, en cuanto grado de facilidad, fue-
ron diferentes, menores en el caso colombiano para la ma-
yoria de los itemes (en algunos la diferencia fue bastante
considerable). Veamos en la siguiente tabla una compara-
cion, por niveles, entre los grados de facilidad en los dos
contextos mencionados, a partir de un ejemplo de item en
cada uno de los niveles (resaltados en negrilla, en la colum-
na derecha, aparecen los resultados del estudio realizado en

Santa Fe de Bogota, referenciado anteriormente):

15 Trabajo de Grado realizado por ANDREA CIFUENTES y ADRLANA OCHICA (1998), bajo la
direccién del profesor PEDRO JAVIER ROJAS GARZON
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I TEMES Octavo grado Noveno grado | Décimo grado
(13 anos) (14 anos) (15 anos)

NIVEL 1: “E/ perimetro
de un poligono es igual a la

suma de las longitudes de
todos sus lados. Calenle el 9% 20% 4% 3% |93% 8%

perimetro de la e ii P
signiente figura’:
e

NIVEL 2: “3Qué puede
decir acerca de m, si sabe que
m=3n+1, cuando n=42"

44% 6% 62%  14% | 67% 41%

NIVEL 3: “Simplifigne la | 90/, 30/, 45% % | 50%  29%
signiente excpresion: 2a+5b”

NIVEL4: “n multiplicado
por 4 se escribe 4n. | 8% 0% 17%  10% | 25%  30%

Multipligue n+5 por 4”

Ahora bien, para intentar acercarse a explicaciones sobre
las dificultades encontradas por los estudiantes (que valga
decir, pueden obedecer no sélo a problemas de aprendizaje,
sino también de enseflanza), resulta de interés conocer al-
gunas de las respuestas dadas por ellos'® a los itemes, que
por otra parte, pueden brindar elementos para indagar so-
bre la plausibilidad o no de la propuesta de Kiichemann, en

relacion con los niveles de comprension del algebra escolar.

!¢ Estudiantes de 8° a 10° grado, de dos colegios oficiales de Santa Fe de Bogotd (1998).

" Resaltadas en negrilla aparecen las respuestas que fueron aceptadas como correctas. Es importante
mencionar que en el primer ftem, la expresién ¢ se acepta como correcta, pues no fue interpretada por
los estudiantes como potencia, en tanto el exponente lo consideraron como un contador de e€’s: «sumanos
los lados, e mds e, mds e, es decir tres e» (la respuesta desde lo semantico es correcta, a pesar de que la
escritura utilizada no es la convencional en el contexto del algebra escolar usual, en tal sentido, no
necesariamente erronea).
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Octavo Noveno Décimo
Eggplg‘ils\zlrﬁss 117& (N1 =133)| (N2 =133) (N3 = 123)

El perimetro de un poligono es ignal a la suma de las longitu-

des de todos sus lados. Calenle el -, ¢
perimetro de la signiente figura: A

[4

* 3e 7% 37% 37%
. e 13% 36% 41%
© Miden los segmentos de la figura 26% 0% 0%
» Valor numeérico (evaliian e) 24% 13% 9%
* Otras respuestas 22% 12% 11%
No contestan 7% 2% 2%

“5Qué puede decir acerca de m, si sabe que m=3n+1, cuando

n=42"
*m=13 6% 14% 41%
e m=35 11% 23% 12%
* Otros valores 30% 20% 9%
* Otras respuestas 26% 23% 16%
No contestaron 27% 20% 22%

“Simplifique la signiente expresion: 2a+5b"

* 2a+5b 3% 7% 26%
* 7ab 55% 47% 43%
 Valores numéricos (evaliian a y b) 8% 0% 0%
* Otras respuestas 14% 26% 9%
No contestaron 19% 20% 22%

«n nmultiplicado por 4 se escribe 4n. Multipligue n+5 por 4»

*4n+20 0% 10% 30%
* 20n 65% 67% 45%
o Valores numéricos 12% 2% 3%
* Otras respuestas 15% 17% 17%
No contestaron 7% 5% 3%

Finalmente, retomando lo planteado en la seccion 2.2, es
importante mencionar que cuando se trabaja en algebra con
los estudiantes, no se hace explicito (o no se hace énfasis),
por ejemplo, en qué conjunto numérico se esta trabajando,
pues se asume que éste es el mas amplio posible: el conjunto
de los numeros reales, sin verificar si entre las significacio-
nes de los estudiantes aparece esta nocion. Similarmente,
cuando se trabaja con letras, se asume también una interpre-
tacion adecuada por parte de los estudiantes de lo que ellas
significan en el contexto mencionado. Asf, tiene sentido pre-
guntarse, por ejemplo:
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*  Tiene el estudiante, el conjunto de los racionales?, sel de

los reales?

* Cuando e la letra en contextos matematicos, ;Cémo la

interpreta?

* (Exige la nociéon de variable, como posibilidad de inter-

pretacion de la letra, formas especificas de trabajo en el

aula?

* (¢Qué interpretaciones de letra son necesarias para abor-

dar comprensivamente el trabajo algebraico?

Como complemento a lo mencionado anteriormente, pue-

de ser de interés describir algunos resultados relacionados

con el cambio que se genera, en los grados de facilidad, al

modificar la naturaleza de los elementos en los itemes, he-

cho al que poca importancia se le concede, para nuestro

trabajo en el aula. Los siguientes son algunos ejemplos:

CAMBIO
EN LOS
ELEMENTOS

Nriimeros pequerios
a
Niimeros grandes

Niimeros enteros
a
Niimeros
fraccionarios

ESTRUCTURA
DEL ITEM

Redacte una situa-
ciéon-problema que
requiera realizar la
operacion:

*9x3

*84x28

Dibuje en el plano
cartesiano las siguien-
tes parejas ordenadas:
* (2,5), (3,7), (5,11)
*(11/2,4)

Halle el area del rec-
tangulo de medidas:
* 6 por 10

*2/9 por5/8

GRADO
DE FACI-
LIDAD'™

45%
31%

91%
77%

89%
13%

CAMBIO

(En grado
de facilidad)

14%

14%

76%
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Halle el volumen del
cubo dado, cuyas di-
mensiones son:
*3x2x2 68% .
252 Y2 Y 28% 40%
Efectie las siguien-
tes operaciones:
«10x 4 90%
«10 x 5,13 58% 32%
Nimeros enteros |« 100 x 317 58%
a « 100 x 2,3 36% 22%
Niimeros decimales | * 60+3 80% .
e 60 = 0’3 28%, 52%
¢Qué significa el 2 en
la expresion?:
* 521 87%
0,2 73% 14%
Halle el area del rec-
tangulo dado, cuyas
dimensiones son:
*6y10 89% .
Niimero conocido | * 5y e+2 12% 77%
a
Niimero desconocids| Halle el nimero de
diagonales de un po-
ligono cuyo numero
de lados es:
* 57 75%
ok 52% 23%
. * Sume 4 a 37 36%
Coordm@zon de |, Multiplique 19%
Operaciones n+5 por 4 17%
* Razoén: 5/8x2/3 47%
Datos explicitos | « Un kilémetro es lo .
a mismo que 5/8 de 39%
Datos implicitos milla. ¢Cuanto es 8%
2/3 de kilémetro?

'8 E] grado de facilidad, como ya se menciono, corresponde al porcentaje de estudiantes que responden
correctamente el {tem. Se excluye, por lo tanto, a quienes contestaron en forma incorrecta u omitieron
dar respuesta. Los datos contenidos en la tabla, corresponden a respuestas de estudiantes de 14 afios
aproximadamente (test CSMS-Proyecto Chelsea), exceptuando los del primer item que corresponden

a nifios de 11 afios.
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3.4 ALGUNOS COMENTARICS A
PARTIR DE LA INVESTIGACION
DEL GRUPO PRETEXTO

Como se mencion6 en la introduccion, los integrantes del
Grupo PRETEXTO, de la Universidad Distrital Francisco
José de Caldas, desarrollaron la investigacion titulada L«
Variable en Matematicas como Problema Puntual: Bisqueda de can-
sas en octavo grado (1996), cuyo proposito fundamental era
explicar causas de incomprension del concepto de variable
en matematicas, asi como también indagar sobre cuales son

las ideas que tienen los estudiantes de este concepto.

Dentro de las acciones metodolégicas basicas utilizadas en
la etapa de indagacion, ademas de la observacion del traba-
jo de aula (acercamiento etnografico a la actividad al inte-
rior de la clase de matematicas), disefiaron y aplicaron dos
cuestionarios: uno, que buscaba ubicar las interpretaciones
de letra en contextos matematicos que hacfan los estudian-
tes; otro, mediante el cual establecer los universos numéri-
cos de que disponen y su desempefio matematico en ellos,
asi como también posibilidades de generalizacion, y la rela-

cion entre el trabajo con nimeros y letras.

3.4.1 Primer cuestionario. Con base en los resultados de
investigacion comentados en las secciones anteriores, en el
desarrollo del trabajo referido, al iniciar el afio escolar (1994)
se aplico el primer cuestionario basado en la jerarquizacion
propuesta por Kiichemann para indagar acerca de la inter-
pretacion de la letra que se presentaba en los estudiantes de
séptimo, octavo y noveno grados de los colegios donde se

desarroll6 la investigacion, que sirviera ademas como pun-

W 46



LA VARIABLE EN MATEMATICAS COMO PROBLEMA PUNTUAL

to de referencia, una vez transcurrida la primera mitad del
afio, respecto de si el trabajo desarrollado en algebra en los
distintos grupos de grado octavo, producia modificaciones
a la interpretacion inicial de las letras. El texto del cuestio-

nario se presenta a continuacion:

1. Si usted sabe que e+f=8, ¢ a qué es igual e+f+g= 2.
¢ Por qué ?

2. n multiplicado por 4 puede escribirse 47 Multiplique
por 4 la expresion #+5. ¢ Cémo lo hizo ?

3. Una manzana cuesta $150 y una pera $200. Si y es el
numero de manzanas y g el numero de peras compra-
das. ;Qué representa la expresion 150y+200z7. sPor qué?

4. ;Cuando es correcta la siguiente expresion:
L+M+N=L+P+N?. Subraye la respuesta correcta:
Siempre (¢Por qué?); Nunca (¢Por qué?); A veces (¢En
qué casos?).

5. ¢ Cuando es correcta la siguiente expresion: a+2 = b+2?.
Subraye la respuesta correcta: Siempre (¢Por qué?);
Nunca (¢Por quér); A veces (¢En qué casos?).

6. Si usted sabe que a=b+3. ¢ Qué le sucede a a si le afia-
dimos 2a b ?. ¢ Por qué?

7. Si usted sabe que f=3g+1. ;Qué le sucede a f si le afia-
dimos 2a g?. ¢ Por qué ?.

Resultados. 1.as graficas que seguidamente se presentan te-
sumen las diferentes interpretaciones de la letra encontradas
como resultado del analisis de las respuestas dadas por los
estudiantes del grado octavo a la prueba citada (N=256)":
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Porcentaje promedio del total de estudiantes de octavo
grado por nivel segln la jerarquizaciéon de Kiichemann

35.0

30.0 +
25.0 4

% 200

150 +
100 T
50 | l
0.0 - : : : | /|
LE. L.N.U.

L.C.O. L.C.I N.G. L.C.V.

@ prom

Niveles de jerarquizacién de Kiichemann

Grdfical

Puede observarse que la mayoria de estudiantes (cerca de
un 70% ) estan en los niveles mas bajos de interpretacion de
letra (evaluada, no usada o como objeto) y solo un reducido
numero de ellos (15%) en los niveles superiores (como in-
cognita, nimero generalizado o variable). El porcentaje
taltante (cerca del 15%), corresponde a estudiantes que por
sus respuestas no pudieron ser clasificados respecto a sus

interpretaciones de letra.

Ahora bien, particularizando al grupo de octavo grado al
que se aplico el cuestionario por segunda vez (uno de los
seis grupos, escogido al azar), para observar las modifica-
ciones surgidas como resultado del trabajo en algebra du-
rante los ocho primeros meses del afio escolar, la interpre-
tacion que ellos hicieron de la letra aparece en las siguientes
graficas, correspondiendo la grafica 2 a los resultados de la
primera vez que se les aplico el cuestionario (N=41), y la

grafica 3 a los de la segunda:

' Convenciones para leer las Graficas:

LE: Letra evaluada LN.U.: Letra ignorada o no usada
L.C.O.: Letra como objeto L.CI: Letra como incognita
N.G.: Letra como numero generalizado L.C.V.: Letra como variable.
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Por
cen
taje
de
est
udi
ant
es

35.0

30.0 -
25.0 A
20.0 -
15.0 +
10.0

50

0.0 A

PRIMERA VEZ
Porcentaje promedio de estudiantes del curso tomado al
azar como muestra de la pobacién observada por nivel
segun lajerarquizacién de Kiichemann.

45.0
40.0 +
350 +
300 +

0 25.0 +

@ prom

70 200 |
15.0 +
10.0 +

5.0 1 .
0.0 -~ t t t t = t
L.E. L.N.U. L.C.O. L.C.L N.G. L.C.V.
Niveles segln Kiichemann
Grifica 2
Porcentaje pro ) de estudiantes del curso tomado al
azar como mt .de la pobacién observada por nivel

segu0/, zrarquizacion de Kiichemann

I Grdfica 3
} } } —
L.N.U. N.G.

L.C.O. L.C.L L.C.V.

Niveles segln Kiic ann

Comentarios. Contrastadas estas tendencias de interpre-

tacion se establecié que si bien existian cambios en ellas,
como puede apreciarse en las graficas, los mayores cambios
se daban en el nivel de /ltra como objeto y en el nimero de
estudiantes que ingresan a la clasificacion (porque en la se-
gunda vez mas personas se atreven a contestar) y a los nive-
les mas bajos de la jerarquia: ketra evaluada, letra ignorada (o no
usada). Mientras que del nivel /era como objeto hay un despla-
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zamiento hacia los otros; los porcentajes presentes tanto en
letra como incdgnita, niimero generalizado o variable, permanecen.

De la situacion estudiada, y manifestada en las graficas, se
puede extraer los comentarios que a continuaciéon se pre-
sentan:

* Es marcada la tendencia a evaluar la letra, ignorarla o
verla como objeto; ademas de un trabajo erréneo en lo
operativo. Las siguientes son algunas de las respuestas
dadas por los estudiantes a las diferentes preguntas de la
prueba mencionada anteriormente:

(1) etf+g=15, pues g=7 (tomando la posicioén de la letra
respecto al orden lexicografico).
etf+g=15, pues si e+/=8, entonces ¢=3 y f=5; asi, g es el
siguiente numero primo, es decir, g=/.
et+f+g=12, pues si et+f es igual a ocho, cada letra vale
cuatro.
et+f+g=9, pues g es 1 porque “no tiene numero” (refi-
riéndose al coeficiente de g).
et+/+5=8,9,10,..., pues g puede ser cualquier nimero (en
el universo de los naturales).

* Puede observarse que las tres primeras respuestas son
manifestaciones de interpretacién de la letra como
evalnada, mientras que la cuarta corresponde a 7o usa-
da y la Gltima a la de wimero generalizado.

(2) 4 n+5 = nt+20
4 n+5 = 20n
4.n+20=20
4(N+5) = 32, pues “N tiene tres palitos” y entonces
4(3+5) = 4(8) = 32.

* En este caso, las tres primeras corresponden a /etra
zgnorada o no usada, y la Gltima a letra evalnada.

m 50



LA VARIABLE EN MATEMATICAS COMO PROBLEMA PUNTUAL

(3) 150y+200z representa 150 manzanas y 200 peras.
350 frutas.
Una manzana y una pera (refiriéndose a que para eso al-
canza $150 y $200, respectivamente).

* En las dos primeras respuestas es clara la interpreta-
cién de cada una de las letras como objeto (las frutas).
En la dltima, ademas de interpretarla como obyeto, exis-
te una cierta evaluacion de la misma.

(4) L+M+N nunca es igual a L+P+N, pues M y P son distin-
tas.
L+M+N siempre es igual a L+P+N, cuvando M y P tienen el
mismo valor.
L+M+N siempre es igual a L+P+N, pues es #na ignaldad.

¢ Se encuentran interpretaciones de letra como obyjeto
(como parte constitutiva de un alfabeto) y como 7n-
cdgnita especifica (podemos ver que “siempre”, en este
caso, coresponde a “algunas veces”). En la dltima res-
puesta, no se puede determinar qué interpretacion se
hace de la letra.

(5) a+2 nunca es igual a b+2, pues a=1 y b=2.
a+2 nunca es igual a b+2, pues a y b son diferentes.

* Estas respuestas corresponden a interpretaciones de
letra evalnada y letra como objeto, respectivamente.

(6) a=(b+2)+3=b+5, entonces a=b+5 (no hace referencia
sobre lo preguntado y cambia la relacién inicial).

* A partir de lo escrito, resulta dificil caracterizar la in-
terpretacion de letra; sin embargo, en algunos cues-
tionarios, ésta corresponderia a letra 7o usada (para lo
cual se hace necesario tomar en cuenta lo respondido
a las preguntas anteriores del cuestionario).
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(7) Queda f=5g+1=06g
f=3g+3

¢ Desde el trabajo operativo con la letra, se puede afir-
mar que las respuestas corresponden a letra no usada.

Con las manifestaciones anteriores, jqué posibilidades
hay de que estos estudiantes le den un significado a las
letras, en diferentes contextos matematicos, que corres-
ponda a los de incégnita, nimero generalizado o varia-
ble, necesarios para que el trabajo en algebra tenga un
sentido desde lo matematico?® .

Los profesores de matematicas, en particular los de se-
cundaria, deberfan considerar como necesidad para ser
maestros de esta disciplina, el que cada uno de ellos cuen-
te para su saber con el dado a partir de la investigacion
en educacién matematica, aunque ineludiblemente, como
parte de su saber, el relacionado con las interpretaciones
de la letra, para arriesgar formas de trabajo mediante las
cuales lograr un acercamiento mayor a la interpretacion
de la letra como variable matematica, al tomar ésta como
pretension deseable de interpretacion.

En relacién con las perspectivas pedagogica y
metodolégica, puede decirse que la utilizacion de las le-
tras para representar variacion en un determinado uni-
verso, se vincula necesariamente con trabajos de tipo
estructural conjuntista, que de acuerdo con el plantea-
miento de Stard (1992), no son convenientes cuando se
trata de la iniciacién, al menos hasta tanto no se haya

% Sin embargo, en las manifestaciones referidas se encuentra que los estudiantes, de una u otra manera,

le dan siempre un significado a su trabajo en algebra. Por esta razén, cuando desde los pronunciamientos
de este escrito planteamos que los estudiantes no dotan de significado algin trabajo en matematicas,
no queremos decir que no se lo den, sélo que el significado dado, no es reconocido como asociable

con la matematica.
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adquirido una cierta madurez matematica, de algiin con-
cepto matematico, por cuanto en dichas iniciaciones pri-
man en el aprendizaje representaciones mediadas por lo
operacional, entendido como la necesidad de invocacion
de un proceso dado en el espacio y en el tiempo y a partir
del cual se logra “reificar”, dotar de significado puramen-
te estructural al concepto y por tanto desvinculado to-
talmente de referencias espacio temporales.

3.4.2 Segundo cuestionario. Los resultados del primer
cuestionario pueden ser considerados exagerados o no con-
cluyentes, pues recordando el pronunciamiento inmediata-
mente anterior respecto de la necesidad de trabajo opera-
cional, es posible argumentar que el cuestionario presenta-
do no tiene un referente claro (por ejemplo geométrico) y
no estan contextualizadas sus preguntas. Por otra parte, en
tanto las interpretaciones de la letra que poseen los estu-
diantes dependen de los universos de significacion, aquellos
universos a los que recurren para, consciente o inconscien-
temente, interpretar las letras de una determinada manera,
resulta importante conocer cuales son los universos a los
que acude el estudiante y en cuales puede trabajar com-
prensivamente. Ademas indagar sobre las posibilidades de
trabajo ligado a procesos de generalizacion, busqueda de
regularidades y simbolizaciéon de las mismas.

Precisamente por el reconocimiento en el desarrollo de la
investigacion de la necesidad de contextualizaciéon para te-
ner una informacién mas fehaciente de las razones por las
que los estudiantes interpretaban las letras como ya diji-
mos, se realiz6 y aplicé un segundo cuestionario, a través
del cual indagar sobre los universos numéricos a los que
fundamentalmente acudian los estudiantes, y, como elemento
adicional, precisar un poco acerca de la interpretacion de la
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letra. El texto del cuestionario es el que aparece a continua-
cion, y fue trabajado por los estudiantes de seis grupos de
grado octavo, en los tres colegios donde se desarroll6 el
estudio citado (N=250), en forma individual, durante un
lapso de una hora aproximadamente.

1. El perimetro de un poligono es igual a la suma de sus
lados*' . Halle el petimetro de cada uno de los siguientes

poligonos:
a) b}
4
1
2 e e
5
e
Perimetro = Perimetro =
c) d)
h h h h
3 3 h h
6 t
Perimetro = Perimetro =
e) f)
4
7 i
4 552
Ferimetro = Perimetro =

?1 Si bien existe un “error” en el enunciado, en cuanto no se precisa que se suman las longitudes de los
lados y no éstos, decidimos escribirlo asi ya que era la manera en que muchos de los estudiantes se
referfan al perimetro (recuerden que el propoésito de este cuestionario no es el de ensenar alglin tema,
sino indagar en relacion con interpretaciones de letra en diferentes contextos).
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2. La expresion 2W significa 2 multiplicado por W.

a) Asigne un valor a W para que 2W sea igual a 2+W
Un valor de W es
b) Asigne dos valores a W para que 2W sea mayor que 2+W

Un valor de W es y otro valor de W es
c) Asigne dos valores a W para que 2W sea menor que 2+W
Un valor de W es y otro valor de W es

d) Encuentre todos los valores posibles de W
para los que 2W sea menor que 2+W.

3. Utilice la siguiente grafica para responder las preguntas
formuladas.

m an a'Em

(1* posicidn)  (2* posicion) (3* posicion)

a) Dibuje la figura correspondiente a la 4* posicion:

b) Calcule el nimero de cuadros de la figura correspondiente a
la 9% posicion:

c¢) Calcule el nimero de cuadros de la figura de la posicién 100:

d) Explique la forma como procedié para encontrar la respues-
ta de la pregunta anterior:

e) Escriba una férmula que sirva para encontrar la cantidad de
cuadros que tiene la figura en cualquier posicion:

4. El area de un rectangulo es el producto de la base por la
altura .

a) Escriba en el cuadro las medidas de la base y la altura de

cinco rectangulos distintos cuya area sea 6 centimetros cua-
drados™.

* Esta pregunta consta de dos partes; en la primera, se puede trabajar de manera correcta
multiplicativamente con ntiimeros naturales, pero sin agotar los cinco itemes propuestos, para lo cual
deben recurrir a otros universos numéricos. En la segunda, se requiere, obligatoriamente, trabajar

multiplicativamente por lo menos con multiplos de
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Rectangulo Medida de la base Medida de la altura
1°
20
30
4°
50

b) Escriba las medidas de la base y la altura de tres rectan-

gulos distintos cuya drea sea 3.7 .

Rectangulo | Medida de la base Medida de la altura
10
20
30

5. Halle las medidas de las reglas de longitudes 3+h, sa-

biendo que h toma valores en el conjunto { ﬁ , 2,% , -1,

7z }* . Las medidas son:

6. La rueda de la figura gira en el sentido indicado por la
flecha, partiendo del nimero 1. Gana quien saque el

ndmero mas alto (bajo la 1) |

L

(Gira en el sentido de la flecha)

a) Un nifio la hace girar, haciéndola avanzar 7 posiciones y
una nina la hace girar avanzando 5 posiciones. ¢Quién
gano y con qué nimeror.

b) Un nifio la hace girar, haciéndola avanzar 13 posiciones
y una nifia la hace girar avanzando 15 posiciones. ;Quién
gano y con qué nimeror.

“Hsta pregunta se plantea para observar el comportamiento de los estudiantes en un universo numérico,
con un numero finito de elementos, un poco extrafios, dado explicitamente.

*Hste problema, tanto desde el punto de vista de las operaciones que intervienen, como del nimero
de soluciones que posee, es bastante dificil, sin embargo es un problema que los estudiantes enfrentan,
mas que otros que desde los puntos de vista anteriomente expuestos son mas sencillos.
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¢) El nifio la hace girar y avanza n posiciones y la nifia la
hace avanzar el doble de posiciones que él. ;Pueden
sacar el mismo numero?. Explique su respuesta.

Analisis de algunas respuestas. Como elemento para el
analisis, se considera importante presentar algunas de las
respuestas dadas por los estudiantes a los anteriores itemes,
asi como algunos comentarios generales, no sin antes men-
cionar que, en la mayoria de los casos, se encontraron cerca
de 30 respuestas diferentes a cada uno de éstos. Este anali-
sis se hara con cierto detalle para la primera pregunta, y de
manera general para las preguntas tercera y cuarta.

En relacién con la primera pregunta del cuestionario:

1. El perimetro de un poligono es ignal a la suma de sus lados.
Halle el perimetro de cada uno de los siguientes poligonos:

a) b}
4
1
2 e e
5
e
Perimetro = Perimetro =
c) d)
h h h h
3 3 h h
6 t
Perimetro = Perimetro =
e) f)
4
J26
i Ed 3
4 512
Perimetro = Perimetro =
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1(a) Si bien la mayoria dio como respuesta 12 (asignandole

de entrada el valor de 4 a cada letra), otros no contes-

taron o dieron respuestas comao:

10,8 em., no tomaron las medidas dadas en la figura,
sino que midieron directamente con una regla y suma-
ron los datos obtenidos (nétese un trabajo desde lo
perceptivo).

3 ¢om, obtenidos al sumar los segmentos laterales, pues
para algunos de ellos, los otros segmentos 7o son lados
(en tanto uno esta arriba y otro abajo,... , jno a los la-

dos!).

1(b) De los estudiantes que tuvieron en cuenta el enuncia-

do y contestaron bien el item anterior, tenemos res-

puestas como las siguientes:

¢ , haciendo la aclaracién que la expresion utilizada 7o

es interpretada por los estudiantes como potencia (en
tanto no corresponde al producto e.e.¢), sino como tres
¢’s (es decir, el exponente es visto como un contador del
numero de lados de longitud e).

¢, al igual que en el caso anterior, el exponente sirve
para contar los lados que se sumaron, que en este caso
no son 3 sino 2, pues el otro es la base y por tanto no es
tomado como lado.

6 om, asignandole a cada letra un valor (letra evaluada),
el cual posiblemente corresponda a una aproximacion
de la longitud del lado en la figura dada. En cuanto a
evaluacion de la letra, entre otras, encontramos respues-
tas como: 9 wn, 12 cmn & 15cm.

1(c) Habiendo contestado correctamente el primer item, lo
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P+12
12 /?
2h12

Ahora bien, tomando como referencia las interpretaciones

de letra utilizadas, asi como el trabajo con las letras, pode-

mos establecer los siguientes niveles en relaciéon con las res-

puestas dadas a los cuatro primeros itemes de la primera
pregunta del cuestionario, es decir, los itemes (a), (b), (c) y

(d):
NIVEL 0:

NIVEL 1:

NIVEL 2:

NIVEL 3:

NIVEL 4:

NIVEL 5:

NIVEL 6:

No responde.

No tuvo en cuenta el enunciado. Responde a) con va-
lores distintos a 12.

Tiene en cuenta el enunciado pero evalia o ignora la
letra operando exclusivamente sobre lo numérico.

Tiene en cuenta el enunciado, no evalua la letra, no la
ignora, pero pega sin utilizar exponentes. Las respues-
tas son del tipo:

a) Perimetro=12 b) Perimetro=eece

¢) Perimetro=12h2 d) Perimetro=hhhht

Tiene en cuenta el enunciado, no evalua la letra, no la
ignora, pero pega y utiliza exponentes. Las respuestas
son del tipo:

a) Perimetro=12 b) Petimetro=¢’

¢) Petimetro=12h? d) Perimetro=h"t

Tiene en cuenta el enunciado, no evalua la letra, no la
ignora, no pega y utiliza exponentes. Las respuestas son
del tipo:

a) Perimetro=12 b) Petimetro=¢’

¢) Petimetro=12+h? d) Perimetro=h*+t

Tiene en cuenta el enunciado, no evalua la letra, no la
ignora, no pega, no utiliza exponentes y no cierra las
operaciones. Las respuestas son del tipo:
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a) Perimetro=12 b) Perimetro=e+e+e
) Pefimetro=12+h+h d) Perimetro=h+h+h+h+t

NIVEL 7: Tiene en cuenta el enunciado, no evalia la letra, no la
ignora, no pega, no utiliza exponentes y cierra las ope-
raciones. Correccion compacta (simplifica al maximo
posible usual y expresa correctamente). Las respuestas

son del tipo:
a) Perimetro=12 b) Perimetro=3e
c) Perimetro=12+2h d) Perimetro=4h+t

Porcentaje de estudiantes en cada nivel de R11 por curso

B NIVELO
NIVEL 1
CINIVEL 2
NIVEL 3

18 7E. Laﬁ ad olg =

CURSO CURSO  CURSO  CURSO  CURSO  CURSO (I NIVEL 6
1 12 21 2 31 2 E NIVEL 7
Cursos
Grdfica 4

En la grafica anterior (R11: respuestas a la pregunta 1, parte
primera), puede ubicarse tendencias de desempefio con la
letra, involucrada dentro de un problema de caracter geomé-
trico, en cada uno de los seis cursos de octavo grado, co-
rrespondientes a los tres colegios mencionados™ (con un
promedio de 44 estudiantes por curso). Los estudiantes de
los cursos 11 y 12 (colegio 1), se acumulan en el nivel 5 (no
evalaa la letra, no la ignora, no pega y utiliza notacién con
«exponentesy), ademas son los cursos que mas aportan a
este nivel. Los estudiantes de los cursos 22 (colegio 2), 31 y

» Los seis cursos estaban distribuidos asi: 11 y 12 a cargo de un mismo profesor (profesor 1), 21 a
cargo de otro profesor (profesor 2), 22 a cargo de otro profesor (profesor 3) y los grupos 31 y 32 a
cargo de un profesor (profesor 4).
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32 (colegio 3) aportan mayor porcentaje al nivel 7 (correc-
c16n compacta).

Comentario. En tanto el trabajo realizado por los estudian-
tes puede estar «direccionado» en buena parte por el trata-
miento metodologico dado por el profesor, se considera im-
portante sintetizar como fue abordado el trabajo en el aula
por cada uno de éstos durante el primer semestre del afio
escolar (periodo en el cual se realiz6 el trabajo de observa-
cion): El profesor 1 presenta el algebra algoritmicamente,
con ejemplos dados, tratando de formar sentido a través
del habla, y por analogias con situaciones cotidianas (por
ejemplo, con el modelo de la balanza en el tratamiento de
las ecuaciones, aunque rapidamente lo abandona); el profe-
sor 2 presenta el algebra algoritmicamente, centrandose en
la expansion del universo numérico natural, sin trabajo
sintactico dirigido al algebra, aunque utiliza traducciéon de
enunciados en castellano a lenguaje algebraico; el profesor 3
también hace una presentacion algoritmica del algebra, par-
tiendo de los algoritmos usuales en aritmética, y usando
modelos interpretativos en el trabajo con la letra, aunque
manteniéndolos aislados: uno, originado en el sistema deci-
mal con nimeros naturales, haciendo explicita la base diez y
generalizando abruptamente, basicamente desde lo
sintactico, otro, usando figuras geométricas (calculo de pe-
rimetros y areas) como pretexto para encontrar equivalen-
cias de expresiones algebraicas; el profesor 4 present6 el al-
gebra de una manera formal, con ejemplos dados.

Con respecto a los dos ultimos itemes de la primera pre-
gunta, es decir, (e) y (f), se tienen los siguientes niveles, que
reflejan posibles dificultades en el trabajo con algunos uni-
versos numéricos (particularmente con racionales e irracio-
nales™):

2 Si bien los racionales, en general, se reconocen como numeros, se manifiesta una gran dificultad o
rechazo a operar con ellos. En relacion con los irracionales, consideramos importante mencionar que
expresiones como /3 no suelen ser consideradas por los estudiantes como numeros, pues para algunos
de ellos la expresion refiere a cierta «accion» sobre el nimero 3 que lo transforma en 1.73, expresion
que si es reconocida como nimero. En este sentido, vale la pena mencionar la similitud entre las
interpretaciones dadas a las letras y las dadas a expresiones radicales; por ejemplo, /3 ++/3 suele ser
interpretada como /6 0 como 6 (se reconoce el simbolo del radical pero no se usa, o simplemente se

ignora). Esta tematica puede ser de interés para otros trabajos de investigacion.
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NIVEL 0:

NIVEL 1:

NIVEL 2:

NIVEL 3:

NIVEL 4:

70 |
60 -
50 -
40 |
30 -
20 -
10 -
0

No responde ninguna.

Ignora o no usa el radical”” en alguna de las contesta-
das o aproxima con un error mayor que 1.
() p = 4+4+7+7 = 22 (ignhora el radical)
p = 4+4+3,5+3,5 = 15
® p=26+(5+3)/2=30
p = 13+2,5+3=18,5

Aproxima cercano (error menor que 1) y no ignora el
radical

() p=2(4+2) =2(6) =12

® p=5+25+3 =105

Reconoce el radical, no lo aproxima, opera con ¢él, pero
no tiene correccion compacta (en cuanto no simplifica
los términos).

Tiene correccién compacta (expresa en lenguaje

algebraico y simplifica).

Porcentaje de estudiantes en cada nivel de R12 por curso

CURSO
11

7 A

W NIVEL
NIVEL
I NIVEL

NIVEL
& I NIVEL

CURSO CURSO CURSO CURSO CURSO
12 21 22 31 32

Cursos

Grdfica 5

En la grafica anterior (R12: respuestas a la pregunta 1, se-

gunda parte), puede apreciarse como la mayoria de los estu-

diantes (mas del 70%) se encuentra en los niveles 0 6 1 (o

7 Se usa la expresion radical ignorado o no usado en el mismo sentido que se usa la expresion letra

ignorada o no usada.
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bien no contestan, o ignoran el radical, o a lo mas aproxi-

man con

un error grande). Sélo un numero reducido de

estudiantes reconoce el radical y opera con él, aunque po-

cos tienen correcion compacta.

En relacion con la tercera pregunta del cuestionario:

3. Utilice

la siguiente grafica para responder las preguntas

formuladas.

m an o'mm

(1* posicidon) (2% posicion) (3" posicion)

Dibuje la figura correspondiente a la 4* posicion.
Calcule el nimero de cuadros de la figura correspon-
diente a la 9* posicion.

Calcule el nimero de cuadros de la figura de la posi-
cién 100.

Explique la forma como procedi6 para encontrar la res-
puesta de la pregunta anterior.

Escriba una férmula que sirva para encontrar la canti-
dad de cuadros que tiene la figura en cualquier posi-
cion.

y tomando como referencia las respuestas dadas por los es-

tudiantes,

NIVEL 0:

NIVEL 1:

NIVEL 2:

NIVEL 3:

se pueden establecer los siguientes niveles:

No responde.

No alcanza a encontrar el patrén de formaciéon en lo
perceptual.

Encuentra el patrén de formaciéon tnicamente en lo
perceptual, es decir, contesta adecuadamente el lite-

ral (a).

Encuentra el patrén de formacién unicamente sobre
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NIVEL 4:

NIVEL 5:

NIVEL 6:

NIVEL 7:

lo concreto finito, es decir, para una posicion dada
(nimero pequeno). Contesta adecuadamente (a) y (b).

Encuentra el patréon de formaciéon hasta lo con-
creto generalizado, es decir, para una posicion dada
(nimero grande). Contesta adecuadamente (a), (b) y

().

Encuentra el patron de formaciéon general y llega sélo
a verbalizarlo.

Encuentra el patréon de formacion general, lo verbaliza
y simboliza en /enguaje intermedio, es decir, con una
simbologfa “propia”, pero no con el lenguaje algebraico
formal.

Encuentra el patréon de formacion general, lo verbaliza

y simboliza en lenguaje algebraico formal.

Porcentaje de estudiantes en cada nivel de R31 por curso

Porcentaje de estudiantes

@Elﬁmé&.LL

Cursos

Grdfica 6

Con base en la grafica anterior, es importante destacar como

la mayorfa de estudiantes trabaj6 esta pregunta, pues s6lo

un reducido nimero de ellos, correspondiente a los cursos
12 (profesor 1), 21 (profesor 2), 31 y 32 (profesor 4), dejo
de responder (cerca al 10%). Sin embargo, resulta significa-

m 64

B NIVEL O
NIVEL 1
CINIVEL 2
NIVEL 3
I NIVEL 4
E NIVEL 5
CINIVEL 6
H NIVEL 7

CU



LA VARIABLE EN MATEMATICAS COMO PROBLEMA PUNTUAL

tivo el porcentaje de estudiantes de los diferentes cursos
que encuentra un patréon de formaciéon sélo en lo perceptual
(40% en promedio). El porcentaje de estudiantes en el nivel
4 o superior es cercano al 25%, aunque menos del 2% de
ellos llega al nivel 7 (encuentra patréon de formacion en lo
general y simboliza en lenguaje algebraico). En particular,
en los cursos 11 (profesor 1), 22 (profesor 3), 31 y 32 (pro-
fesor 4) no se encontraron estudiantes en el nivel 7.

En varias de las respuestas dadas por los estudiantes al item
(c), se refleja el reconocimiento de la «potencia» de la pro-
porcionalidad, en el sentido que ella concibe una relaciéon
que se conserva, pero también el desconocimiento de la
linealidad de la proporcién. Una manifestacion de esto, lo
constituye el hecho de que, una vez encontrado el patron de
formacion en lo concreto finito (para la posicion 9), hallan
un entero con el cual «medir» para el caso de 100; asi, una
vez encuentran que para la posicion 10 hay 19 cuadros, asu-
men una regla de la proporciéon (directa) y multiplican por
10, considerando que éste es el nimero de cuadros en la
posicion 100.

Por otra parte, resulta importante destacar la simbolizacion
presente en las respuestas de los estudiantes, que constitu-
yen modelos intermedios de representacion -respecto del lenguaje
algebraico formal-, los cuales, valga decir, son ignorados
por el profesor, perdiéndose una opcion de trabajo, de ori-
gen, mas cercana no sélo a los estudiantes que proponen
dichos modelos sino al resto de sus compafieros, pues tales
modelos ayudarfan en el transito de la formulacién verbal
de situaciones matematizables, a la simbolizacion matema-
tica propiamente dicha (Kieran, 1989). En este sentido, desde
la propuesta de Sfard (1992), dichas formas de representa-

ci6n son manifestaciones que hacen los estudiantes de las
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nociones de variable y funcién, que se constituyen en “puen-
tes” entre manifestaciones de tales objetos como procesos™ 'y
como entidades condensadas, fases necesarias para la construc-
ci6n de las nociones matematicas, que hacen parte de un
proceso en el que la operatividad juega un papel fundamen-
tal, reconociendo que el ser humano por su naturaleza, cons-
truye mundo a partir de su accionar, su operar, con el mun-
do mismo, y por tanto es so6lo asi que el estudiante puede
lograr, como ella lo llama, /a refficacion de las nociones mate-
maticas.

Ahora bien, en relacién con la pregunta 4, en la cual se pide
encontrar las medidas de cinco rectangulos cuya area sea 6
centimetros cuadrados, resulta importante comentar que la
mayoria de los estudiantes encuentran medidas s6lo en el
universo de los naturales (dando respuestas como 1y 6; 6y
1; 2y 3; 3y 2), pero en su mayoria no acuden a las fraccio-
nes o decimales para encontrar otra posibilidad (es decir,
s6lo plantean cuatro opciones diferentes). Mas aun, algu-
nos de los que presentan cinco opciones dan respuestas como
—2y -3, olvidando el contexto del problema y “lanzandose”

unicamente a encontrar dos numeros cuyo producto sea 0.

El analisis de las respuestas a este cuestionario, desarrolla-
do en el marco de la investigacion que se viene refiriendo,
resultado de un trabajo de cruzamiento de la informacion
obtenida a partir de la observacién de aula, cuadernos de
campo y entrevistas, posibilité ubicar algunas causas de in-
comprension de la nociéon de variable en matematicas, de

*# SFARD propone una teorfa, segun la cual, la construccién de los objetos matematicos pasa,
obligadamente, por tres fases: el objeto como proceso (por ejemplo, nimero como conteo), cOMO
condensacion , o sintesis de los procesos (por ejemplo, conteo y orden en nimero natural, que refiere
cantidad) y el objeto refficado, es decir, un objeto al que se le adjudica existencia propia, independiente
del sujeto que lo construye (por ejemplo, el objeto nimero natural).
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las cuales se comenta aqui las que tienen relaciéon directa
con los niveles de interpretacion de la letra.

La alusién a las necesidades para la comprension de un dis-
curso, en particular de aquel cuyo objeto es la variable en
matematicas, y la complejidad manifiesta en lo que refiere
la ensefianza y el aprendizaje de la nocién de variable en
matematicas, hace indispensable poner en consideracion,
justamente para la mejor comprension de las causas de in-
comprension presentadas aqui, en primer lugar, tal vez lo
mas fundamental en ella: la nocién de variable (cuya carac-
terizacion se presenta en la siguiente seccion), y en segundo
lugar una explicitacién, propuesta por Usiskin (1980), de
las formas como puede ser entendida el algebra, y las inter-
pretaciones de la letra que a esas formas se asocian (enten-
dida como las interpretaciones “minimas” requeridas para
trabajar con éxito bajo dicha concepcién):

DESTREZAS ASO-
CIADAS

CONCEPCION
DE ALGEBRA

Patrones
generalizadores
(Letra como
objeto)

Traducir y
generalizar
(relaciones entre
numeros)

Aritmética
generalizada

Estudio de procedimien-
tos para

Simplificar

Incognitas y resolver

resolver problemas

Argumentos,

Estudio de
relaciones
entre cantidades

Estudio de
estructuras

parametros
(Letra como nimero
generalizado, o como
variable)

Objetos
arbitrarios

Relacionar,
tabular, graficar

Manipular,
justificar
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Por dltimo, se considera importante destacar aqui que la
imagen de algebra como aritmética generalizada (implicita-
mente presentada en algunos textos escolares y trabajada
por algunos maestros), no garantiza interpretaciones de la
letra como nimero generalizado, en tanto el uso de las le-
tras como modelos o patrones generalizadores puede aso-
ciarse con interpretaciones de éstas como objetos —como
una manera de nombrar—, sin que necesariamente se les re-
conozca su caricter operativo, en tanto representantes de
nimeros en un cierto universo; en tal sentido, las posibili-
dades de interpretacion de la letra como numero generali-
zado depende, en gran medida, del tratamiento metodologico
dado. En relacién con los planteamientos de Kiichemann, y
particularmente con la caracterizacion que propone de va-
riable, puede inferirse que para él la imagen deseable del
algebra escolar esta asociada a la de dlgebra como estudio de

relaciones entre cantidades.

3.4.3 Una caracterizacion de la nocion de variable. A
continuacioén se presenta una reflexion en torno a aquello
que se conceptualiza bajo el nombre de variabl.

La nocién de variable irrumpe definitivamente en el escena-
rio matematico con el advenimiento del analisis infinitesimal
o lo que ahora se conoce genéricamente como calculo, aun-
que ya en tiempos de Descartes, su método analitico permi-
te un enorme avance en el uso de la letra respecto de los
algebristas del renacimiento, para quienes, desde la pers-
pectiva kiichemanniana, era asimilada a incognita especifi-
ca. En efecto, Descartes transciende esta alusién a lo des-
conocido fijo, al utilizar la letra como representacion gene-
ral de las maltiples particularidades de un universo, pues,
nuevamente, desde Kiichemann, la letra es usada como nu-
mero generalizado. Dice Descartes:
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“Y notando luego que para entender esas relaciones unas veces
tenia que considerarlas una por una, mientras que otras veces
era necesario pensarlas o abarcarlas todas juntas, pensé que,
para mejor considerarlas individualmente, debia contemplarias
como relaciones entre lineas rectas...; por otra parte, que, con
objeto de retenerlas en la memoria o de abarcarlas todas juntas,
debia expresar esas relaciones, mediante ciertos caracteres lo

mids simples postble. De este modo, pensé gue podia tomar pres-

tado lo mejor del andlisis geométrico y del algebra...””

Posteriormente, en la aplicacion de los resultados de Des-
cartes al estudio de problemas sobre el movimiento, Leibniz
y Newton introducen expresiones como «“infinitamente
pequefio”, “incrementos evanescentes”, “cantidades que se

”» | con las cuales, ade-

desprecian”, “sucesiones infinitas
mas de referir la generalidad puntual, pretenden rescatar
esa suerte de “pegamento’ apreciable en el cambio, que por
ocurrir en el tiempo, permite, por decirlo de alguna manera,
guardar memoria del pasado “inmediato” como forma sen-

sible de constatar el cambio.

Como resultado del desarrollo de la teoria que estudia tales
fenémenos, y que paulatinamente se independiza de ellos,
el calculo infinitesimal, la referencia de esas expresiones ci-
tadas, se decanta y consolida en dos, que se vuelven funda-
mentales para la teorfa: variable y funcién, aunque sin una
diferenciacién precisa, como puede reconocerse a partir de
dos pronunciamientos que se traen a colacion, con la inten-
cion no tanto de aclarar la diferencia anotada, como de
aproximar una caracterizacion para la nocién de variable.

# Citado por PHILIP, J. (1985). La naturaleza de las matemdticas. En: Sigma: El mundo de las matematicas,
vol. 1. Barcelona: Grijalbo. p. 360.
0 BABINI, J. (1971). E/ caleuto infinitesimal. Leibniz/ Newton. Buenos Aires: Universitatia. p. 9.
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El primero, de Lakatos, quien a proposito de problematizar
lo que llama la

“historiografia justificacionista |de la que afirma ser su] dogma
bastco: reconstruir la historia como una mezcla de galimatias
sin sentido y de desarrollo continuo hacia las teorias actuales [e/
cual] dejaria ciego al historiador para el patrin dialéctico real
(i.e. critico) del progreso histirico que consiste en conjeturas,

pruebas y refutaciones, y en la lucha de teorias competitivas” 7’

plantea como, desde esta posicion, se pretende colocar a
Cauchy como un precursor de Weierstrass, en cuanto para
el primero la variable serfa una mera manera de hablar, lo
cual permitiria referir los infinitesimales como acto, no como
posibilidad (la vieja historia de la distincién entre infinito
actual e infinito potencial), es decir, la consideracion de los
reales no estandar como objetos matematicos. Plantea en
contra Lakatos (p.85-86) que ello es insostenible, pues

“E/ continno de Cauchy (tal vez a diferencia del de 1.eibniz)
no es un conjunto de puntos actuales, sino un conjunto de pun-
tos que se mueven. Sus «variables» no son «variables»
weierstrassianas; éstas iiltimas pueden eliminarse sin ninguna
pérdida ya que la teoria de Weierstrass del movimiento explica
el movimiento, el cambio y las variables en términos de un
dlgebra infinitista de cantidades actuales: este es uno de sus
logros mas importantes. No asi la teoria de Canchy, donde la
«cantidad variables no es simplemente una manera de hablar,
$ino una parte vital de la teoria. =] «punton en el gue Canchy
muestra que

sen 2x
sen x+ ——+

' LAKATOS, 1. (1981). Matemiticas, ciencia y epistemologia. Madrid: Alianza Universidad. p. 83.
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1o converge, es un punto en movimiento x=(1/n), donde

n —> oo. [...| Pero entonces, «en todas partes» no significa, en el
teorema de Cauchy, «en todos los puntos, ya sean estandar o no
estandary, como interpretaria Robinson, sino «en todos los puntos
estandar y en todos los puntos que se mueven more Canuchy.
Ast pues, el continno de Canchy es un conjunto mds bien «di-
namicon.

En otras palabras, podria decirse que la variable en Cauchy
es un objeto de la matematica, sélo en tanto ella correspon-
de, o es, una sucesion, lo cual a la luz de la matematica
contemporanea no puede ser aceptado, ya que los nimeros
reales, estandar o no estandar, son entidades estaticas, inva-
riables, lo cual aparece claramente expuesto en el segundo
pronunciamiento atras anunciado, el cual se debe ahora a
Frege.

En efecto, Frege, queriendo precisar lo que es una funcion,
apunta que hay

“.un uso lingiitstico vacilante en el hecho de gue unas veces se
Ulama funcion lo que determina el modo de dependencia o qui-
zds el propio modo de dependencia, mientras que otras veces se
lama asi a la variable dependiente. [Y que] En tiempos re-

cientes predomina en las definiciones la palabra “variable”.

Pero ésta se halla asi mismo muy necesitada de aclaracion.”

lo cual se dedica a problematizar, partiendo de que la varia-
cion se da en el tiempo, que por estar “fuera de toda consi-
deracion” en el analisis, hace que pensar la variable como
objeto suyo, puede ser s6lo a condicién de “que no entranie
nada ajeno a la aritmética”. Para cumplir tal condicién, Frege
(p-176) se pregunta qué es lo que varia, y al darse como
respuesta que una magnitud, la lleva al fracaso pues

2 FREGE, G. (1985). Estudios sobre semdntica. Buenos Aires: Otbis. p. 175.
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111

. ni magnitudes de longitud, ni magnitudes de superficie, ni
magnitudes de dngulos, ni magnitudes de masas son objetos de
la aritmética. De todas las magnitudes, rinicamente los niime-
ros le pertenecen. Y precisamente porque esta ciencia descuida
totalmente la cuestion de cudles son las magnitudes que, medi-
das, dan lugar a los niimeros en los casos concretos, es apta para
las aplicaciones mds diversas. Asi, pues, nos preguntamos: ;Son
las variables del andlisis niimeros variables? ;Qué otra cosa
podrian ser, si es que han de pertenecer al andlsis?.

y se pregunta, a continuacion, si hay numeros variables; pero
también lleva al fracaso sus respuestas, pues las posibles
referencias para esta expresion lo son, en tanto se adicione
el tiempo, como en el ejemplo “el numero que da en mili-
metros la longitud de esta vara [que por cambios de tempe-
ratura puede estar variando, as{ mismo el nimero asociado
a su longitud] 7, se refiere a algiin nimero soélo si ese nime-
ro se le hace corresponder a la vara en un determinado
momento, asi que, concluye, ademas porque nada perma-
nece cuando varfa, que no hay “nimeros variables, y esto
queda confirmado por el hecho de que no tenemos nom-
bres propios para nimeros variables”, llegando atn mas le-
jos al afirmar que

“Con respecto a las variables, hemos llegado al resultado si-
gutente. Pueden admitirse magnitudes variables, ciertamente,
pero no pertenecen al andlisis puro. Niimeros variables no exis-
ten. La palabra “variable” no tiene, por tanto, en el andlisis

puro, justificacion alguna.” (p.181).

Lo escrito hasta este momento, si bien definitivamente mues-
tra que la nocién de variable es algo de ponerle atencion,
por la importancia que tiene en la matematica, a pesar de no
ser, como afirma Frege, un objeto del analisis, y seguramen-
te ha logrado puntualizar ciertos aspectos vinculados con
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esta nocioén, requiere aun un esfuerzo hacia su caracteriza-
cion, en tanto ella esta presente en toda la matematica, no
solo en el analisis. Por ello se plantea a continuacién una
elaboracion tedrica hacia la bisqueda de esta caracteriza-

cion.

Una tendencia del trabajo matematico (como ejemplo, ha-
gase una lectura entre lineas de la posicion de Frege), podria
decirse incluso, una pretension, es “capturar’” aquello de la
realidad en lo que podria radicar la estructura conceptual
de los fenémenos, es decir, lo que desde el entendimiento
los hace ser. Por ello el caracter abstracto de las matemati-
cas: despoja a los fenémenos de su mundanidad, quedan-
dose tan so6lo con su estructura, al tiempo que hace de ésta
algo en si mismo (por ello la posibilidad de hablar de obyetos
matemiticos) carente de contenido, aunque abierto a la posi-
bilidad de contener, explicandolo, tanto a los fenémenos
que pudieron inspirarlo, como a todo aquel que se le adecte
en adelante. Ejemplo de ello son, entre todos los demas
conceptos de las matematicas, las nociones de abierto y ce-
rrado, para no ir tan lejos, y la que es aqui motivo de pre-
ocupacion didactica: /a variable.

Es precisamente el cambio, el pasar de un estado a otro,
bien manteniendo la naturaleza primera, bien abandonan-
dola, lo que la variable en matematicas pretende capturar,
asi que referirse al cambio, a la variacién, puede aclarar esta
problematica nocion.

¢ Como asir algo que cnando tengo
entre las manos ha dejado de serlo 277,

3 Aqui se hace referencia a las situaciones de cambio permanente, continuo, donde mds naturalmente
se lo reconoce. Por ello es tal vez no recomendable, en las etapas iniciales de aprendizaje de la nocion
de variable, tratarla en contextos discretos.

73 1



LA TRANSICION ARITMETICA-ALGEBRA GRUPO PRETEXTO

es una pregunta que como respuesta tiene un “de ninguna
manera”; si ese “algo” se encuentra en la materialidad. Pero,
si por el contrario, ocurre en el mundo de los conceptos, tal
vez sea posible mediante una accién mental, asirlo, efec-
tuando una reduccién que, refiriendo la estaticidad, esta si
asible, englobe la totalidad cambiante.

En este punto es ilustrativo invocar -ejemplo de la aludida
reduccion como proceder metodolégico para entender qué
es aquello, estructuralmente hablando, que hace ser al cam-
bio- la preocupacion de Bachelard por capturar la “esencia”
del tiempo, ejemplo por antonomasia de variacion, de cam-

bio.

“Pero en nuestra impotencia por encontrar en nosotros misnos
esas grandes lineas lisas, esos grandes rasgos simples mediante
los cuales el impulso vital debe dibujar el devenir, de manera
enteramente natural nos veiamos inducidos a buscar la homoge-
nezdad de la duracion limitandonos a fragmentos cada vez me-
nos exctensos. Pero siempre era el mismo fracaso: jla duracion no
se limitaba a durar sino que vivia! Por pequeiio que fuera el
fragmento considerado, bastaba un examen microscipico para
leer en ¢l una multiplicidad de acaecimientos; siempre borda-
dos, nunca la tela; siempre sombras y reflejos en el espejo movil
del rio, nunca la corriente limpida.” 7*

Bachelard resuelve el problema pulverizando la duracion,
es decir, optando por darle realidad al tiempo en cuanto
instante, y dejando a la duracion el papel de sustrato construi-
do por el instante para su devenir, gracias a un “pegamen-
to” constituido alrededor del “habito”, lo cual muy bien
puede ser llevado a la matematica, si entendemos el nimero
real, cada numero real, como instante, la duracion como

*BACHELARD, G. (1987). La intuicidn del instante. México: Breviarios del Fondo de Cultura Econémica.
p.30.
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intervalo, y el pegamento, el “habito” del que habla
Bachelard, como la densidad de los numeros reales. Asi
podria entenderse la reducciéon que, recurriendo a la
estaticidad del numero particular, logra no perder de vista
la totalidad cambiante.

Pues bien, siguiendo con la idea orientadora, cuando nos
enfrentamos a un fenémeno cambiante, la salida que daria
origen a la nocién de variable en matematica, es pulverizar el
tenémeno en sus distintas ocurrencias, en sus distintas po-
sibilidades de ser, y hacer de ellas, miradas como totalidad,
universo para su ocurrencia; universo por el cual, en tanto
les dio vida -pulverizamos el fenémeno-, en tanto ¢l consti-
tuye manifestacion macro, pueden ser consideradas sus dis-
tintas posibilidades de ser, es decir, estas distintas posibili-
dades, no tienen sentido al margen del fenémeno como to-
talidad, asi que, entonces, aparecen dos caracteristicas para
el cambio: que hay una multiplicidad de ocurrencias
mediante las cuales constatarlo, y que tienen sentido, las
ocurrencias, por cuanto existe un universo de posibili-
dades donde ubicarlas. Asi, cuando se dice que algo va-
ria, no puede desconocerse que varia en alguna parte, en
un universo; y que se entiende por variar, el hecho de
poder ser, indistintamente, cualquiera de las posibili-
dades de ser en ese universo™.

Sin embargo, en lo que va, no se ha ido mas alla de la
estatizacion. Se “fotografié” el cambio, para decitlo con una
metafora, en cada uno de sus instantes, pero la idea de mo-

 De acuerdo con el desarrollo de la idea hasta este momento, y ligando un poco con la perspectiva
puramente matematica, puede decirse que la interpretacion de la letra como niimero generalizado, es la
correspondiente a esas distintas ocurrencias, pues de la pulverizaciéon queda tan sélo granos separados,
sin relacién alguna, como cuando se dice, “x es un numero natural”. Sin embargo, puesto que interpretar
la letra como numero generalizado es ya un buen acercamiento a la nocién de variable, pueden utilizarse
universos discretos para, a partir del trabajo en éstos, liberar el concepto de variable de la referencia a
los continuos, que no le son necesarios.
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vilidad atn permanece a la espera del pegamento mediante
el cual fluir. Asi que para no sucumbir ante el peligro de la
estatizacion, se debe recordar que si bien esos momentos
del cambio pueden ser vistos, para efectos de analisis, como
hechos aislados, estaticos, no puede desconocerse que el
cambio es cambio en tanto se reconozca, es decir, en tanto
a cada momento le da evidencia la diferencia de ocurrencias, el saber
cierto que abora no es lo mismo, por cuanto en otro momento no es lo
mismo que ahora. Lo que se esta diciendo, entonces, corres-
ponde a dos caracteristicas mas del cambio: la tercera, que
sus momentos estan en estrecha relacion de interde-
pendencia, se cambia siempre en relaciéon con, nunca
al margen, por esto la confusion que anotara Frege entre
variable y funcién, la tan conocida letra “x”, aislada, s6lo
referida a su “universo de variacion”, no representa de ma-
nera alguna el cambio, unicamente ocurrencias que aunque
generales, estaticas. El cambio aparece cuando se conside-
ran relaciones de dependencia como las representadas por
expresiones de la forma . La cuarta, que existe
un sustrato donde el cambio mismo se da, constituido
por el tiempo, y en esta medida, la relacién de dependencia
expresada por la relaciéon funcional atras mencionada, cons-
tituye el pegamento que permite expresar el cambio ocurri-
do, “y”, en el momento “x”.

En este punto, pareciera que no hay diferencia con la situa-
cion planteada de estaticidad de la letra x referida a su “uni-
verso de variacion”, pues podria decirse que también, “y”
es un instante del cambio, y cierto es. Sin embargo,
retomando la accion mental de tomar estos instantes como
totalidad, por la situacién de dependencia establecida, se
posibilita el no perder, el no olvidar el transcurrir de esas
distintas ocurrencias en el tiempo, por eso su importancia

como sustrato.
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Ahora bien, para traer la reflexion realizada, al terreno pro-
pio de esta investigacion (PRETEXTO, 1996): la matema-
tica escolar, particularmente el algebra escolar, es necesario
relacionarla con tres aspectos: los invariantes en la comuni-
cacion matematica, las distintas formas de interpretar la le-
tra en contextos matematicos, en tanto la utilizacion de las
letras ligada con la nocién de variacidn, y, el caricter
ontolégico de eso llamado variable.

Para la comunicacion en la matematica escolar, cuando des-
de la posiciéon de profesor se le quiere “poner en escena”,; se
debe considerar que

E/ significado del constructo matematico, o mds radical-
mente, el objeto matematico mismo, es construido a tro30s
) progresivamente por el sujeto mediante miiltiples proced:-
nientos operacionales que lo involucran, en términos de los
distintos usos, interpretaciones que de ellos tenga en un
momento dado. Usos gue tienen sentido, en tanto se corres-
ponden con una estructura, gue también es la gue el sujeto
ha construido en ese momento, a partir de las situaciones

¢jemplarizantes con las que se ha encontrado.

La necesidad de un modelo acorde con los saberes constitui-
dos en el sujeto, para lograr interpretar un constructo niis

Sformalizado.
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Para posibilitar la construccion de un objeto matemitico,
qgue si bien engloba, también rompe lo ya constituido, es
necesaria su ubicacion como formando parte de una totali-
dad matemdtica que le de sentido. Se requiere, pues, de una
actitud tematizante que toca los terrenos de la episteniolo-
gia y la metamatematica, como prdcticas, no como referen-

cia enciclopédica necesaria.

y ello podria aplicarse directamente a la nocién de variable,
sia ella se le pudiera adjudicar el calificativo de objeto mate-
matico, lo cual, como ya se insinud, a partir de la exposicion
de la posicién fregeana, no es posible en el contexto del
andlisis, por cuanto, como ya se dijo, con las palabras obje-
to matemdtico se referird un constructo humano, que ade-
mas, es independiente del espacio y del tiempo, en el senti-
do que esta mas alld de la realidad sensible y que, por ulti-
mo, constituye parte de alguna de las teorfas matematicas
presentes en un momento dado.

Sin embargo, en tanto la variable es parte constitutiva del
discurso matematico, y definitivamente, a la manera de los
objetos matematicos, es independizable del espacio por cuan-
to su uso en matematicas los refiere como entes estaticos,
es posible llevar a cabo un “juego” con el entendimiento,
para poder considerar, actitudinalmente, la aplicacion de tales
invariantes en los procesos de construccion de la nocion de
variable en matematicas.

En efecto, la variable, como hecho gramatical 7o puramente
sintactico de la matematica, en el uso, es decir, en el ejerci-
cio disciplinar y escolar, lleva implicitas cuatro caracteristi-

cas, correspondientes a las asociadas a la variacion:
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La variable pertenece siempre a un universo, y desde él
debe ser interpretada.

El significado de variar que se le adjudica a la variable,
corresponde al hecho que ella es representacion, indis-
tinta y simultanea, de los distintos individuos que con-
forman su universo.

Aparece siempre haciendo parte de una expresion, que
da cuenta de la relaciéon de dependencia que se desea
destacar entre los individuos de su universo.

El universo al que pertenece la variable, sin ser tiempo,
esta implicitamente connotado de éste. En otras pala-
bras, el tiempo se imbrica al universo de la variable, ajus-
tandose a su cardinalidad y a su estructura.

Lo cual se traduce en que, por las tres primeras, la semanti-

ca de variable, es decir, el disponer de un “mundo objetual”

compartido en el cual se encuentra referencia, a través del

cual se da sentido, significado, radica en objetos matemati-

cos, y en este sentido, ella puede, como representacion, cons-

tituirse objeto matematico, en el mismo sentido que los

nombres del lenguaje ordinario, como representacion, se

constituyen objetos; en otras palabras,

“Como el griego afirma en el cratilo
si el nombre es arquetipo de la cosa,

en el nombre de rosa estd la rosa
y todo el Nilo en la palabra Nilo” " .

Superada la dificultad para la aplicabilidad de los invariantes

a la construccién de la nocioén de variable, queda por resol-

% BORGES, J. (1971). Nueva antologia personal. Siglo XXI. p. 26.
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ver la posibilidad de aplicacion; es decir, habria que estable-
cer cuales son esos “trozos” que se van construyendo pro-
gresivamente, y si existe también la posibilidad de “mode-
los” acordes con los saberes constituidos para lograr inter-
pretar constructos mas formalizados. La aplicacion del ter-
cer invariante, ya esta mostrada de hecho con la solucién
dada al problema de la aplicabilidad. Sin embargo, puede
aducirse que ello constituye un ejemplo de aplicaciéon, pero
no muestra cémo este invariante puede ser usado en el tra-
bajo de aula, en cuanto el ejemplo aducido no ocurre alli, en
el aula. Responder este autocuestionamiento, con propues-
tas generales, tal vez no sea posible, pues ello depende de
las situaciones y momentos particulares. Pero baste por el
momento otro ejemplo que apareceria como necesario para
tematizar, desde la perspectiva epistemoldgica y
metamatematica, la nocion de variable: La reflexion adelan-
tada en torno a la variacion.

3.44 Algunas conclusiones en relacion con los nive-
les de interpretacion de la letra. 1.a perspectiva teérica
de este estudio exigié buscar, en relaciéon con la nocién de
variable en matematicas, #rogos progresivos’” que hicieran po-
sible su construccion. A través del trabajo de observacion,
se encontr6 que las interpretaciones de la letra propuestas
por Kichemann, lejos de ser errores —como fueron asi-
miladas, al inicio de la investigacion, las correspondientes a
letra evaluada, ignorada o no usada y objeto— constitufan
justamente trozos progresivos, que aparecen como necesi-
dad, epistémica y psicoldgica, en el camino para su cons-

truccion:

7 La idea de trozos, no pretende, de manera alguna, significar esta palabra en el sentido de pedazos
inconexos que “sumados”, constituyen el objeto matematico. El trozo es en si mismo la totalidad del
objeto, en un momento determinado para el sujeto, y es con esta totalidad, que aunque posiblemente
difusa, progresivamente conforma versiones cada vez mas “cercanas” a lo que desde la matematica se
dice es el objeto.
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*  Trozoes, porque colocandose al margen del camino,
es decir, no teniendo en cuenta si se interpreta de
tal o cual manera, en el trabajo algebraico escolar
se requiere, segin sea la situacion trabajada, de
interpretaciones especificas, e incluso de interpre-
taciones paralelas, en el sentido de que en algunos
problemas se necesita interpretar distintas letras
de manera distinta y simultaneamente, como en el
ejemplo de Ursini (ver, p. 23).

*  Progresivos, porque a partir de las investigaciones
de Kichemann (1978, 1980), Enfedaque (1990),
y ahora la que aqui se refiere, se infiere que los
nifios y jévenes, de manera natural, en el proceso
de aceptacion y comprension de esta nocion, pa-
san, en el orden numérico asociado con las distin-
tas interpretaciones, por cada una de ellas.

Ahora bien, la afirmacién de que el camino ascendente, en
orden numérico, por las distintas interpretaciones de letra,
es natural, se explica, en parte, porque (1) Tales interpreta-
ciones se dan de hecho®, y las expresiones escritas frente a
las cuales se corrobora esta ocurrencia, en todas las investi-
gaciones consultadas que han trabajado este tépico, son si-
milares y (2) De los pronunciamientos en tales investigacio-
nes, puede inferirse que el trabajo desarrollado por los pro-
tesores, en general, enfatiza la correccion sintactica y que €l
mismo no tiene conocimiento ni consciencia de dichas in-
terpretaciones™ , luego no es por el trabajo que propone el
profesor, que puede llegar a decirse que los estudiantes se
comportan con la letra, en la forma como lo hacen. Ade-

* Ya se refirieron las investigaciones de Collis, Kiichemann, Enfedaque, Utsini y ahora en este escrito
se reporta la misma situacion. También en los trabajos de grado, de pregrado y posgrado, que individual,
o colectivamente se encuentran dirigiendo los integrantes del grupo PRETEXTO,

*En cada una de las presentaciones que el grupo ha realizado en encuentros regionales, ¢ incluso en
dos de caracter internacional, los asistentes han visto con sorpresa que la letra en contextos matematicos
tenga tan diversas interpretaciones, y reconocen que efectivamente las interpretaciones que motivan,
privilegian no mas alla de letra como incognita especifica.
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mas, porque tales interpretaciones aparecen (como se veti-
fic6 con base en los cuestionarios y la observacion realiza-
da) en superposicion y a veces en completa contravia, no
consciente, de lo propuesto por el profesor.

Sin embargo, esta naturalidad no significa, de manera algu-
na, que tales interpretaciones aparezcan en los estudiantes,
independientemente de que el profesor introduzca las le-
tras para usos en matematicas, distintos, por primera vez, al
que tienen en el lenguaje ordinario. Ante este aparecimiento,
dichas interpretaciones obedecen, primero, a que el contex-
to aritmético en el que han estado trabajando en grados
anteriores a aquel en que hacen aparicion obligada las le-
tras, los hace recurrir al trabajo con nimeros; segundo, a la
aceptacion de la letra, de esa manera gradual, por el trabajo
con ecuaciones y modelizacién algebraica de enunciados
verbales; y, tercero, a que una vez aceptada, se abre la posi-
bilidad de tratamientos generalizados, bien como represen-
taciéon de objetos de un determinado universo, bien como
representacion de relaciones de dependencia en esos uni-

VEISOS.

El pronunciamiento inmediatamente anterior, desde la pers-
pectiva psicolégica, por la naturalidad aducida, hace que las
interpretaciones tengan caracter de necesidad. En cuanto a
la necesidad epistémica, se explica porque ese camino de
construccion lleva implicitas, en correspondencia con la

secuencialidad psicolégica, acciones también secuenciales

de:

e Reconocer, y aceptar las letras, —objetos antiguos
con su universo de pertenencia, sus contextos de
uso, y en general, todo aquello que les sea atribui-
ble desde el “mundo de vida”—, como aparicio-
nes, cosas, cosas por averiguar, cosas que refieren,
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cosas que refieren con generalidad, cosas que re-
tieren con generalidad operatoria propia de cosas
que se aceptan como numeros, cosas en si mis-
mas que se comportan como numeros, entre otras.

*  Pero, por otra parte, ya en contextos matematicos,
se debe aceptar la existencia diferenciada, e
imbricada de contextos aritméticos y algebraicos.

Ahora es necesario mostrar como se pueden asociar la je-
rarquia de Kiichemann con la caracterizacién de variable
elaborada aqui, por PRETEXTO. Esto se expondra ense-
guida®, luego de recordar y enumerar las caracteristicas de
variable:

1. La variable pertenece siempre a un universo, y desde ¢l debe ser
interpretada.

E7 significado de variar que se le adjudica a la variable, corres-
ponde al hecho gue ella es representacion, indistinta y simultinea,
de los distintos individuos que conforman su universo.

. Aparece siempre haciendo parte de una expresion, que da cuenta
de la relacion de dependencia que se desea destacar entre los indi-
vidnos de su universo.

E/ universo al que pertenece la variable, sin ser tiempo, estd impli-
citamente connotado de éste. En otras palabras, el tiempo se intbrica
al universo de la variable, ajustandose a su cardinalidad y a su
estructura.

i ] es un simbolo que se utilizara no sélo para dar a entender que la interpretacion i de Kiichemann,

se asocia con la caracteristica j de variable, en el orden de aparicion de éstas, sino también que, en el

camino hacia variable las interpretaciones de letra, adhieren paulatinamente, via la construccion, sustratos

numéricos y referencias para la nocion.
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Comentario: i & j es un simbolo que se utilizara para ex-
presar que la interpretacion de letra i, desde la jerarquizacion
propuesta por Kicheman, se asocia con la caracteristica de

variable j.

1 £ 1: FEluniverso en el nivel 1 de Kiichemann (letra eva-
luada) es, en general, el de los nimeros natura-
les*, luego esta interpretacion lleva a que el ope-
rar con letras s6lo sea posible si se cambia por un
numero natural. Sin embargo, la necesidad de te-
ner al menos este universo para operar, abre la
posibilidad de empezar a relacionar la letra con
elementos de un conjunto por uno de cuyos indi-
viduos debe remplazarse. Se puede dar inicio en-
tonces a la consciencia de un universo, si no de
variacion, si de pertenencia para la letra.

2 @ 1: Eluniverso en el nivel 2 de Kiichemann (letra ig-
norada o no usada) es, en general, el de los nume-
ros naturales, junto con letras, que no desempe-
flan otro papel que el de letras. Asi, las operacio-
nes en este universo, se realizan unicamente con
los numeros, lo cual permite que se empiece a acep-
tar la letra como un elemento legitimo en expre-
siones aritméticas, no obstante su presencia indi-
que tan sélo la aceptacion de su presencia en las
expresiones, como trazos hacia un esbozo de con-
texto algebraico.

36 3: El universo de variacién en el nivel 3 de
Kiichemann (letra como objeto), sigue siendo el

# Cuando aqui se dice que el universo para el nivel 1 de Kiichemann es el de los niimeros natutales, no
quiere decirse que cuando la letra se evalta, no pueda recurtirse a otros universos numéricos. Sélo que
cuando los estudiantes interpretan la letra como evaluada, el universo numérico que poseen es
precisamente el de los naturales, como efectivamente se corrobord en la investigacion que se referencia.
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mismo que en el nivel 2, entendiéndose esta igual-
dad como presencia de los mismos individuos, pero
ahora se requiere ampliar la significacion de letra
a cantidades de, no a cantidad, lo cual permite el
empezar a involucrarla operatoriamente, y por tan-
to, empezar también a reconocer, asi sea incons-
cientemente, que el universo de pertenencia aso-
ciado con este nivel, ya no es, como en los niveles
anteriores, simplemente sustrato, ahora es una es-
tructura, y estructura en el sentido matematico.

Sin embargo, en este nivel, la letra no se despren-
de ain de la referencia concreta, es decir, la letra
no representa cantidad, numero, sino cantidad de,
u objetos de los que hay una cierta cantidad, pero
como se empieza a reconocer la estructura, a pe-
sar de este ultimo comentario, pueden realizarse
acciones de caracter relacional. Piénsese en ejem-
plos del tipo: 1k = 1000g, donde k refiere kilos y g

£ramos.

Hasta el momento, se ha mostrado cémo las interpretacio-
nes 1, 2, y 3, pueden ser asociadas con las caracteristicas de
variable en matematicas, correspondientes a los hechos de
necesidad de sustrato para la variacion, y de involucramiento
en alguna férmula que exprese dependencia.

Su asociacion con las caracteristicas que refieren la idea de
variar y de tiempo en la variable, no es posible fundamental-
mente, en relaciéon con la primera, por la rigidez referencial
de los universos aducidos, pues recordando que ellos estan
constituidos por nimeros, o nimeros y letras, y que cuando
son referidos por la letra, se invocan individuos particulares
en estos, claramente se impide el paso a referir simultanea e
indistintamente sus elementos. En relacién con el tiempo,
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porque dichos universos al no poseer la propiedad de densi-
dad -en el sentido matematico, es decir, intuitivamente ha-
blando “la existencia de objetos a distancias arbitrariamente
pequenas, de cualquier objeto dado en ese universo del cual
se dice es denso”-, no permiten introducir la temporalidad,
ésta si densa, por la intuicién del tiempo como hecho den-
SO.

Las interpretaciones 4, 5, y 6 (letra como incognita, como
numero generalizado y como variable, respectivamente), no
se comentan, pues la relacion en que se pueden colocar con
las caracteristicas de variable en matematicas es suficiente-
mente “transparente”, como para poder afirmar que tales
relaciones corresponden a: 4 ﬁl, 4 ﬁ 3,5 tf‘> 1,5 ﬁ 2,5
6 3,6 L? 1,6 L? 2,6 £ 3.1.a asociacién de 4,5y 6 con
4, aparece o no, en la medida que se consideren universos
de variaciéon densos, compatibles con la intuicién del tiem-

po.

3.4.5 Causas de incomprension de la nocion de varia-
ble y la formacion del profesor. Ahora bien, ya en el
terreno de las causas de incomprension de la nocion de va-
riable en matematicas, el mapa construido arriba, permite
afirmar que en lo profundo de ellas, fundamentalmente apa-
recen las siguientes:

En relacion directa con la nocién de variable, se da la ocu-
rrencia de tres hechos:

«  El desconocimiento de los niveles de interpreta-
cion de la letra

*  La ausencia de reflexion en torno a la idea de
variacion
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*  La ausencia de la utilizacion diddctica del saber
existente sobre las interpretaciones y sobre la va-
riacion, para orientar a los estudiantes por ese
camino natural, del que se ha dicho aqui, se debe
recorrer para llegar a la nocion de variable.

Asi, la incomprension de las formas validas de argumenta-
cion en el algebra, hace que los estudiantes que de ella ado-
lecen, intenten pronunciarse a través de otro tipo de argu-
mentacion. Este hecho, sin embargo, no es asumido por el
profesor como discutible o criticable en términos de com-
prensibilidad, y esto:

«  Por su bajo nivel de interpretacion de las diver-
sas y multiples manifestaciones de la situacion
descrita.

«  Porque su bajo compromiso con el hacer profe-
sional, le permite realizar cortes intermitentes en
la comunicacion al ver el desarrollo del curso
como una coleccion de horas de clase dictadas,
coberente solo mirdndolas segin el trdansito so-
bre un programa organizado por temas.

Sin embargo, por contundente y especifico que sea lo ex-
puesto inmediatamente arriba, aca s6lo ha emergido la ma-
nifestacion de algo que es causa de esta manifestacion. Pero,
recurriendo a la observacion, se descubre al respecto la ge-
neralidad de la actuacion profesional descrita, en cada uno
de los profesores, y puesto que en lo que les es coman no
figuran ni género, ni procedencia, ni lugar de profesiona-
lizacién, ni concepciones de algebra escolar, etc., es plausi-
ble buscar explicacién en lo comun de la formacion de es-
tos profesores. En efecto, el desempefio profesional coinci-
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de, en general, con el de aquellos que a su vez fueron sus
profesores en las facultades de educacion en donde estudia-
ron, y puesto que en ellas (otra vez la ausencia explica), no
suele existir tematizacion del hacer profesional mas alla de
la mera formalidad dictaminada por un curriculo entendido
en general como plan de estudios, se desconoce en los pro-
gramas de formacién docente todo el corpus de conoci-
miento generado en los ultimos afios en la educacién mate-
matica*’.

Este desconocimiento se revela, en primer lugar, porque en
los curriculos de los programas de licenciatura en matema-
ticas, no existe consideracion explicita de la necesidad de
miradas conscientes e intencionales de tematicas tratadas
por la Educaciéon Matematica, centrandose mas bien en la
tradicion de una componente principal en matematicas, otra
pedagogica y una tercera humanistica, todas ellas escindidas.
En segundo lugar, y en correspondencia con la componen-
te disciplinar, el énfasis puesto a la matematica, hace que de
hecho se descuiden considerablemente las otras dos com-
ponentes, resultando de ello unos docentes con algin do-
minio de la matematica, pero imposibilitados para pensar
su enseflanza desde una perspectiva que retome compren-
sivamente los resultados de investigaciéon obtenidos del tra-
bajo en Educacion Matematica. En tercer lugar, en la au-
sencia de integracion de esos saberes a la practica docente
universitaria, con lo cual los futuros docentes se quedan
fuera de la posibilidad de ganar experiencias vivenciales para
orientar y reconformar su propia labor.

#2 La reconocida crisis de la educacién en Colombia, apreciada en la respuesta que a nivel estatal quiere
darsele, particularmente en la Constitucion del 91, el informe de los sabios, las leyes para la educacion
basica y universitaria, sustentan esa debilidad que aqui se artibuye especificamente a la formacion de
docentes en matematicas.
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CONSIDERACIONES
PRACTICAS PARA EL
TRABAJO EN LA TRANSICION
ARITMETICA-ALGEBRA

A continuacién se presenta, a manera de sugerencia —aun-
que sin entrar en detalles—, elementos que deben ser abor-
dados desde el trabajo aritmético y permiten un transito

mas natural hacia el trabajo algebraico.

* Tomando como base la capacidad desarrollada por los
estudiantes en el trabajo aritmético, plantear exigencias
en cuanto a explicitar y dar cuenta de los procesos reali-
zados —y en tal sentido, descentrar el interés en la bus-
queda de respuestas—, asi como tematizar las convencio-
nes de notacion.

* DPosibilitar trabajo con la igualdad como relacion de equi-
valencia. Un tema propicio para un trabajo en este senti-
do, lo constituye las fracciones, pues, ademas de tematizar
la igualdad como relacion de equivalencia, permite “rom-
per” con la idea de wnidad fija de medida, en tanto aqui,
como ya se menciond en una seccion anterior, la unidad
varia. Otro tema que permite el trabajo con clases de
equivalencia, y que hace uso del algoritmo de Euclides,
en los Naturales, ligando bases y sistemas de numera-
cion, es el de clases residuales.

* Propiciar experiencias con procesos de generalizacion y
busqueda de patrones, en particular, como posibilidad
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de acercamiento a la nocion de variable, ademas de la
necesidad de que “el numero generalizado” varie en di-

ferentes universos numéricos.

Propiciar actividades a partir del trabajo con los conjun-
tos numéricos, inicialmente ligadas a la variaciéon —tanto
en conjuntos discretos como densos—, que posibiliten
interpretaciones de la letra como representacién indis-
tinta y simultanea de individuos en estos conjuntos. En
particular se propone un trabajo de tipo constructivo para
“dar existencia” a los numeros racionales, basado en el
“saber previo” del estudiante, sobre estructura
multiplicativa en el conjunto de los nimeros naturales.

Proponer actividades que favorezcan discusiones en tot-
no a la idea de continuidad de la variable, ligada a la no-
cion de infinito.

Posibilitar percepciones de la variacion a partir del anali-
sis de tablas o del analisis de graficas, que representen
relaciones entre parametros.

Proponer actividades que requieran de diversas interpre-
taciones de la letra.

Ahora bien, es necesario reconocer que lo planteado ante-

riormente, no garantiza obtener mejores niveles de com-

prension de lo tratado en clase; se debe tener en cuenta ade-

mas que lo realizado corresponde, como se dijo en el capi-

tulo primero, a un acto de comunicacion, en el que el profe-

sor, por ser quien orienta el trabajo de aula, debe buscar

estar al tanto de las dificultades que pueden surgir en los

procesos de ensefianza y de aprendizaje, muchas de los cua-

les se refieren a lo largo de este escrito, particularmente lo
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que tiene que ver con la posibilidad de discusién sobre las
pretensiones de validez de los discursos planteados en el

aula, y a su interior.

41 ALGUNAS ACTIVIDADES

A continuacion se presentan actividades que posibilitarfan,
de acuerdo a la orientaciéon dada por el profesor, el desarro-
llo de procesos de generalizaciéon y simbolizacion:

* Biisqueda de patrones:

Actividad 1 : Utilice el siguiente grafico para responder las
preguntas formuladas.

m am aEm

(1* posicion) (2% posicion) (3" posicion)

a) Dibuje la figura correspondiente a la 4* posicion.

b) Calcule el nimero de cuadros de la figura corres-

pondiente a la 9* posicion.

c) Calcule el nimero de cuadros de la figura de la
posicion 100.

d) Explique la forma como procedié para encontrar

la respuesta de la pregunta anterior.
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e) Escriba una férmula que sirva para encontrar la
cantidad de cuadros que tiene la figura en cual-

quier posicion.

Actividad 2 : “Un truco con numeros’: Piense un nime-
ro, anadale 4 y multiplique el resultado por 2. Réstele 6 y
luego dividalo por 2. Ahora réstele el nimero que pensé al

principio: ... el resultado es 1.

Lenguage ordinario Lengnage intermedio Lengnaje
(Representaccion verbal) (Rep. Visual/ Geométrica) algebraico
(Rep. algebraica)

El nimero

que se piensa [

Afiada cuatro [ n+4
Multiplique por dos L[] eoceceee 2(n+4)=2n+8
Reste seis OO e 2n+2
Divida por dos o0 . n+1

Reste el nimero

inicial

Es necesario reconocer que el «camino» a la simbolizacion
formal esta precedido de un analisis a partir de una varie-
dad de situaciones concretas, propuestas por los estudian-
tes, con numeros especificos, asi como de los acercamientos

a formas de simbolizar «propias» de los estudiantes.

Actividad 3 : :Se le pueden agregar “baldosas” a la figura,
formada por baldosas cuadradas de una unidad de lado, para

conseguir una nueva figura cuyo perimetro sea 18 unida-
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des?. Se impone como regla que las baldosas deben estar

unidas entre si por, al menos, un lado completo.

En la propuesta de los Estindares Curriculares del NCTM®,
se plantea que los estudiantes pueden descubrir muchos
hechos y relaciones de interés al explorar este problema,
por ejemplo, que al agregar una baldosa que toque a otra
s6lo en un lado el perimetro se aumenta en dos unidades,
pero si ésta se coloca para cubrir una esquina (es decir, en
contacto con otras dos baldosas), el perimetro no se altera;
mientras que si ésta se coloca tocando tres de sus lados con
las otras baldosas, el perimetro de la nueva figura se dismi-
nuye en dos unidades (hecho que puede motivar

acercamientos a la simbolizacién, como p+2, p y p-2).

En relacién con esta actividad, se sugiere que una vez los
grupos de estudiantes hayan encontrado diversas formas de
afiadir baldosas para encontrar la figura pedida, con un pe-
rimetro de 18 unidades, pueden abordar preguntas como
¢cual el el numero minimo de baldosas que habria que ana-
dir?, ¢cual es el mayor nimero de baldosas que se pueden
usar para obtener dicho perimetro?. Sobre la segunda pre-
gunta, y tomando en cuenta que el rectangulo que tenga 4
por 5 es el que mas baldosas necesita, plantean una tercera
pregunta: Jqué otros rectangulos tienen perimetro 18 uni-

dades?. La obtencion y organizacion de los datos puede dar

¥ NCTM (1992, p. 104): National Council of Theachers of Mathematics. Una presentacién general de esta
propuesta se encuentra en el anexo.
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origen a varias actividades. Por ejemplo, relacionadas con
formas de representacion (verbal, grafica, tabular y férmu-

la) y, en general, el trabajo con expresiones lineales.

Actividad 4: 1. rueda de la figura gira en el sentido indi-
cado por la flecha, partiendo del nimero 1. Gana quien sa-

que el nimero mas alto (bajo la @)44.

Ll

(Gira en el sentido de la flecha)

a) Un nifio la hace girar, haciéndola avanzar 7 posiciones y
una nifia la hace girar avanzando 5 posiciones. ¢Quién
gano y con qué nameror.

b) Un nifio la hace girar, haciéndola avanzar 13 posiciones
y una nifa la hace girar avanzando 15 posiciones. ¢Quién
gano y con qué nameror.

c) El nifio la hace girar y avanza n posiciones y la nifia la
hace avanzar el doble de posiciones que él. ;Pueden sa-
car el mismo numero?. Explique su respuesta.

La actividad 3 puede retomarse para posibilitar el trabajo
con otros universos numéricos, si se quita la condicion de
agregar baldosas completas y se propone, por ejemplo, bus-

car “arreglos” rectangulares cuya area sea 20 unidades cua-

dradas.

* Como se planted en el capitulo anterior, este problema, tanto desde el punto de vista de las operaciones
que intervienen, como del nimero de soluciones que posee, puede ser un poco dificil, sin embargo es
un problema que los estudiantes abordan con interés.
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o Universos numéricos:

Actividad 5. El area de un rectangulo es el producto de la

base por la altura.

a) Escriba en el cuadro las medidas de la base y la altura de
cinco rectangulos distintos cuya area sea 6 centimetros
cuadrados.

Rectangulo Medida de la base Medida de la altura
1°
70
30
4°
5o

b) Escriba las medidas de la base y la altura de tres rectan-
gulos distintos cuya area sea 3

Rectiangulo | Medida de la base Medida de la altura
1°
70
30

La primera parte de esta actividad, puede trabajarse multipli-
cativamente de manera correcta con numeros naturales, pero
sin agotar los cinco itemes propuestos, para lo cual deben
recurrir a otros universos numéricos (decimales o fraccio-
narios). La segunda, requiere, obligatoriamente, trabajar

multiplicativamente por lo menos con multiplos de /7 .
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Actividad 6. Se define hexa-recto como el poligono de for-

ma hexagonal, cuyos lados consecutivos siempre forman

un angulo recto (lados perpendiculares).

a)

b)

d)

En principio, debe plantearse la siguiente pregunta: ¢Exis-
ten hexa-rectos?. En caso afirmativo muestre uno (grafi-
camente), de lo contrario, exponga las razones por las
cuales considera que no pueden existir dichos objetos.
Pues, en principio, existe la tendencia a suponer que el
hexagono es convexo y ademasregular, en tanto es la pri-
mera imagen que «aparecey.

Una vez se haya encontrado que los hexa-rectos son de
la forma:

se puede plantear actividades como:

Construya dos hexa-rectos cuyo perimetro sea 24 unida-
des.

Encuentre el mayor nimero de hexa-rectos con esta con-
dicion.

De todos los hexa-rectos encontrados, scudl es el de ma-
345

yor arear™, spor quér.

Finalmente se presenta una propuesta para el trabajo en el

contexto de las ecuaciones, que permite miradas de la letra no

s6lo como incognita especifica (como podria considerarse

* Existe la tendencia a trabajar sélo en el universo de los naturales, la cual puede ponerse en cuestion,

a partir de esta actividad, comparando las respuestas dadas e invitindolos a encontrar una figura con

area mayor a las dadas, hasta que «aparezcan», por ejemplo, los decimales y pueda comprobarse que

siempre se puede encontrar una figura de mayor drea, con la condicion inicial de tener perimetro 24,

es decir, que no existiria ¢/ hexa-recto de mayor area.
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“natural”), sino también como nimero generalizado y como

variable.

42 LAS ECUACIONES COMO
MODELOS MATEMATICOS:
Elementos para una propuesta.

Dentro de un contexto matematico, nada mejor que propo-
ner actividades en las que aparezcan situaciones
matematizables. Para ello las ecuaciones, vistas como mo-
delos matematicos, son una herramienta fundamental. En
este sentido deben entenderse las actividades propuestas a

continuacion.

En el siguiente diagrama se presenta un esquema del trata-
miento metodolégico—conceptual a usar para el desarrollo
del tema de ecuaciones; sin embargo, sirve como modelo

aplicable al tratamiento de otros:

SUJETO

o INTERESES |<—-| € ONOCTVMIENTOS

, TRABAJO EN MODELO
SITUACION | 1y 6 syaATFMATICO Y FORMAL: | MATEMATICO DE
CONCRETA Generacidn de algoritmos L& SITUACION

Este esquema hace énfasis en el sujeto, pues es quien crea y
conoce, e ilustra la concepcioén que, como grupo, se com-
parte sobre el conocimiento y sobre el papel activo que debe

tener un sujeto en la construcciéon de su aprendizaje. A la
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vez es una justificaciéon de la manera de presentar esta in-

troduccidon a las ecuaciones.

Inicialmente, una ecuaciéon puede considerarse como un
modelo matematico en el que una entidad se pone en rela-
ci6n de igualdad con si misma, o con otra u otras entidades.
Esta afirmacion se aclarara luego de ver algunos ejemplos y

estudiar algunas «situaciones concretasy.

Las siguientes expresiones son ecuaciones:
*n(n-1)/2 =21
* 10Z = 2(Z+06)
ct= t+l
o (X+1)2=X*+2X +1
* 2= 65536
Y =3X
* 3+1=2+2

Y pueden aparecer como matematizacion de situaciones

como:

(1) En la primera vuelta de un campeonato de niicrofiithol en el
que cada equipo debe jugar con cada uno de los otros, por las
disponibilidades de escenario y de tiempo, se deben  efectuar
excactamente 21 partidos. ¢ Cudl debe ser el niimero de equipos
que participe en el torneo?.

Una de las primeras dificultades que se debe superar, es
como referirse al nimero de equipos si no se sabe cual es
ese numero; una manera de resolverla consiste en represen-
tar ese nimero con una letra. Este hecho puede ser enun-

ciado asi:
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sea M el niimero de equipos,

luego se continda en la busqueda de un modelo matematico
tratando de relacionar a # con la cantidad de partidos, 21,
que esos # equipos deben jugar. Una manera de razonar
para encontrar tal relacion es la siguiente : Como cada uno
de los 7 equipos juega con los 7-7 restantes, entonces podria
pensarse que el numero de partidos jugados setrfa 7(n-1);
mas sin embargo aqui se estarfa contabilizando el doble de
partidos, puesto que si un equipo A juega con otro B, sélo
debe contabilizarsele a A, o bien a B pero no a ambos, por
lo tanto el numero de partidos depende de 7 de la manera
sigulente:
nin-1)/2 = 21

La anterior ecuaciéon puede trabajarse, adicionalmente, a

partir de actividades como:

- En una reunion de amigos, en la que cada quién saludi a los
demids con un estrechon de manos, se contabilizaron 1225 salu-
dos, jcudntas personas asistieron a dicha reunion?

- En una localidad, las casas estin distribuidas de tal manera gue
coinciden con los vértices de un poligono regular. Si todas las casas
se comunican entre st por caminos rectilineos y hay 55 de esos
caminos, jeudntas casas tiene la localidad?

Al trabajar estas ultimas situaciones, se puede comprobar
que las ecuaciones a las que se llega son analogas y que en
realidad no interesa si # representa el nimero de equipos, el
numero de saludos o el nimero de casas; el analisis de cada
situacion es esencialmente el mismo y por ello se llega al

mismo #zodelo matemitico.
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Dos hombres miden el perimetro de un terreno rectangular.
Uno de ellos utiliza como unidad de medida nna varilla y
encuentra que éste equivale a 10 varillas. El otro utiliza nna
cinta de cuatro metros y la varilla, encontrando gue la longitnd
de la cinta mas la de la varilla equivale a la de uno de los
lados, y el otro a la mitad de la cinta. ;Es posible encontrar la
longitud de la varilla sin medirla?, ; de qué manera?, ; cudl es
el perimetro?.

Al aiio de haber nacido Martha, nacio Juan. ;En gué mo-
mento la edad de Martha serd la misma edad de Juan?.

Exprese, si es posible, el drea del cuadrado de lado x+1 en

términos de las dreas de rectangulos de lado x 0 1.

En la sigutente secuencia

1° 2" 3e 4
2 4 3 16

geudl es el lugar que ocupa el rectangulo cuyo lado inferior niide
65536 mts?

(6) A partir de la figura, exprese Y en términos de X:
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Comentario: Esta actividad posibilita el trabajo con pa-
rejas de numeros X, Y que estén en la relacion 1 a 3 (en
tal sentido, permite acercamientos a interpretaciones de
la letra como nimero generalizado), asi como su repre-
sentacion en el plano cartesiano, funciones lineales, pro-
porcionalidad, entre otras.

De las ecuaciones planteados como ejemplos al inicio de
esta seccion, quiza la mas extrafia sea la tltima, pero no por
extrafia deja de ser una ecuacion. Aunque es una igualdad,
en apariencia del todo evidente, hay que precisar para quién
lo es. Se puede imaginar a un nifio de cuatro afios frente a
dos colecciones con idéntico nimero de elementos todos

iguales y organizados asf:

A #HHH# #
B ## HH

Al preguntarsele si en esas colecciones hay la misma canti-
dad de #, ¢él respondera que hay mas en la B y esto incluso
si él «sabe» contar hasta cuatro o mas y haber contado cuatro

# en cada coleccion.

Este es un ejemplo bastante ilustrativo sobre la relatividad
de lo evidente y sobre las construcciones mentales requeri-
das para aprehender un concepto. Para esta situacion, en
realidad el concepto subyacente es el de nimero natural; al
no tenerlo, el nifio no puede entender que la frase 3+7 =
242 es verdadera, asi como tampoco que 4 = 4 es verdade-

ra, pues no sabe qué significa 4 como nimero abstracto.

Lo expuesto inmediatamente antes, es de vital importancia

para entender en qué sentido se hace el enunciado con el
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que comienza la seccién y en el que se quiere hacer énfasis
acerca de la necesidad de la comprension (posibilitada por
la confrontacién de un sujeto con un problema que le ofre-
ce un contexto de significacién y le convoca a su solucién)
tanto de los entes que pone en relacién como de la misma
relacion, que para el caso de las ecuaciones es una relacion

de igualdad.

Cuando se afirma que es importante entender que la rela-
cion involucrada en una ecuacion es la de igualdad y lo que
ello implica, es debido a que al tener esta comprension se
tiene también la de las maneras de manejarla. Ya Euclides
en sus Elementos se da cuenta de ello y aunque cree que las
maneras de manejar las igualdades son nociones comunes,

las hace explicitas y formula que:

1. Cosas ignales a una y la misma son ignales entre si.
2. 8i a cosas ignales se anaden otras ignales, los totales son ignales.
3. 87 a cosas iguales se quitan otras ignales, los restantes son ignales.

Hoy en dia, la actividad de los matematicos y la necesidad
de elaborar un lenguaje formal han cambiado la forma de
presentacion de estas «nociones comunesy; se admite que
no son tan comunes y que incluso es necesario definir la
igualdad. Las entidades que se ponen en relacion de igual-
dad, cuando ellas hacen parte de una ecuacién, son nume-
ros, o por lo menos representaciones literales de esos nu-
meros. Aqui también hay mucha tela que cortar, como que
a la humanidad le cost6 cerca de cuarenta siglos pasar de
una numeracién, en la que cada nimero tenia su propio
signo, al actual sistema de numeracién arabiga popularizada

en Buropa solo hasta el siglo XVI, aunque parece que se
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origin6 en la cultura Hindd antes del siglo VII. Con este
sistema de numeracién se dispone de una herramienta po-
derosa capaz de permitir la expresion de cualquier nimero
natural con unicamente diez digitos, y posibilita la
potenciacion, acumulandose asi el conocimiento requerido
para encontrar métodos mecanicos y generalizables para
efectuar las cuatro operaciones elementales y se da comien-
zo, con la notacién sincopada, a una nueva manera de pro-

ducir conocimientos matematicos.

Es pues, dentro de tal contexto, que aparecen de manera
sistematica las ecuaciones y la bisqueda de soluciones para
ellas. Otras propuestas en relacion con la zniciacion al dlgebra

pueden consultarse en Socas y otros (1996) y Azarquiel

(1993)%.

* En relacion con perspectivas de investigacion y ensefianza del dlgebra ecolar, puede consultarse el
siguiente trabajo: BEDNARZ, N. and KIERAN, C. (Eds.). Approaches to Algebra: Perspectives and Theaching.
Netherlands : Kluwer, 1996.
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La comunidad de educadores matematicos en EE.UU,, y en
particular el National Council of Teachers of Mathematics
(N.C.T.M.), ha participado desde hace varios afios en la dis-

cusion sobre :
*  Qué significa tener una cultura matemdtica,
*  Qué matematicas necesitan conocer los alumnos,

o Qué deben hacer los profesores para que sus alummnos desarrollen
Si conocimiento matematico y

o Cudl debe ser el contexto en que se desarrolla “el” proceso ense-
Aanza-aprendizage” .

Tomando como referencia el hecho de que los paises
industrializados han experimentado un cambio de una so-
ciedad industrial a una sociedad basada en la informacion
(donde ésta es considerada tanto nuevo capital, como nue-
vo material, y la comunicaciéon el nuevo medio de produc-
cion), por lo cual se han transformado tanto los aspectos de

* Aunque esta discusion es de cardcter mundial, podria afirmarse que los estindares del N.C/T.M. se
constituyen en el primer esfuerzo por sistematizar gran parte de las propuestas generadas a partir de
la discusion sobre el tema. En el documento referenciado, se encuentra una gran variedad de actividades
de trabajo en el aula para los diversos niveles (desde preescolar a grado 12).
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la matematica que hace falta “transmitir”, como los con-
ceptos y técnicas que se requieren manejar, el NCTM ha
presentado una propuesta sobre estandares curriculares, los
cuales son planteados “para guiar la revision del curriculo
matematico escolar y la evaluacién asociada a esta posicion”.
Las razones planteadas por el NCTM para adoptar estos
estandares son : Asegurar la calidad, Explicitar objetivos y
Propiciar cambios. En estos estaindares se proponen como
fines generales para todos los estudiantes que:

(1) Aprendan a valorar las matematicas,

(2)  Se sientan seguros de su capacidad para hacer mate-
maticas

(3)  Lleguen a resolver problemas matemiticos
4)  Aprendan a comunicarse mediante las matemdticas
(5)  Aprendan a razonar matemdticamente

En tal sentido, plantean que se debe posibilitar :

qgue los estudiantes experimenten situaciones abundantes y
variadas, relacionadas entre si, gque los lleven a valorar las
tareas matematicas, desarrollar habitos mentales matemiti-
cos y entender y apreciar el papel que las matematicas cum-
Dplen en los asuntos humanos; que debe animarseles a explo-
rar, predecir e incluso cometer errores y corregirlos de forma
qgue ganen confianza en su propia capacidad de resolver pro-
blemas complejos ; que deben leer, escribir y debatir sobre las
matemadticas, y que deben formmular hipdtesis, comprobarias y

elaborar argumentos sobre la validez de una hipdtesis (p. 5).
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En los estandares se integra tres caracteristicas que se aso-
cian a la matematica : “saber” matemiticas es “usar” las mate-
madticas, la informacién adquiere valor en tanto resulta de
utilidad en el curso de alguna actividad que se emprende
para conseguir un objetivo; ¢/ uso de la matemiitica ha canbiad,
se cuenta con ordenadores que tienen gran capacidad para
procesar grandes paquetes de informacion, lo cual ha cen-
trado el interés en la cualificacién y el analisis logico de la
informacion, asf como en ofrecer oportunidades para desa-
rrollar una comprensiéon de modelos, estructuras y simula-
ciones matematicas (en tanto las matematicas son una dis-
ciplina basica para otras disciplinas y crecen en proporcion
directa con su utilidad) y /los cambios tecnoldgicos y la ampliacion
de las dreas donde se utilizan las matematicas han provocado a su vezg
un crecimiento Y un cambio de las mismas matematicas, por cuanto
han cambiado los problemas y los métodos que usan los matematicos

para investigarlos.

Reconocen, sin embargo, que ¢/ acceso a la tecnologia no garan-
tiza que los estudiantes adquieran una cultura matemdtica, por cuan-
to solo constituye una herramienta que puede simplificar
las tareas pero no las resuelve. En ese sentido, plantean que
su vision sobre las matematicas escolares se basa en las mate-
maticas basicas que van a necesitar los estudiantes, y no
so6lo en el entrenamiento tecnologico que les va a facilitar el
manejo de dichas matematicas. Aun mas, plantean que la
disponibilidad de calculadoras no quita que los estudiantes
tengan que aprender (comprensivamente) ciertos algoritmos
y que exista un cierto dominio del calculo de algoritmos
con lapiz y papel, pero que dicho conocimiento debe surgir
de las situaciones problematicas que han dado lugar a que
se necesiten dichos algoritmos.
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Por otra parte, se destaca que si bien, al desarrollar los
estandares, consideraron que el contenido fuera apropiado
para todos los estudiantes, esto no quiere indicar que se
piense que todos los estudiantes son iguales, sino que reco-
nocen que los estudiantes muestran diferentes talen-
tos, capacidades, logros e intereses en relacion a las
matemdticas. Asi mismo, aceptan que ¢/ aprendizaje N0 oci-
rre solo por “absorcion pasiva”, sino que se dan multitud de situa-
ciones en que el individno se enfrenta a una tarea nueva con conoci-
mientos previos, asimila la informacién nueva y [re|construye
sus propias ideas. Por ejemplo, antes que se le ensefie a un
nifio la suma y la resta, él ya puede resolver algunos proble-
mas de suma y resta usando rutinas tales como “contar ha-
cia adelante o hacia atras”. A medida que se avanza en el trabajo
escolar los nirios usan con frecuencia estas rutinas asin después de
habérseles enseniado procedimientos mads formales para la resolucion
del problema y solo aceptan ideas nuevas cuando sus ideas
primeras no funcionen o sean ineficaces. También re-
conocen que las ideas no se encuentran aisladas en la me-
moria sino que se organizan y se asocian con la lengua natu-
ral que uno usa y las situaciones con las que uno se ha en-
contrado en el pasado (punto de vista constructivista y acti-
vo de los procesos de aprendizaje). En tal sentido conside-
ran que la docencia deberfa variar e incluir oportunidades

en funcion de:

* Trabajos adecuados (a partir de situaciones problemati-
cas que generen interés).

* Tareas individuales y de grupo.

* Discusion entre profesor(es) y alumnos y entre los pro-
pios alumnos.
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* Practica sobre los métodos matematicos.

* Exposicion por parte del profesor (como #na actividad,
no como /a actividad central).

Ahora bien, se resalta que otra premisa de los estandares es
que las situaciones de problema deben ser acordes con la
madurez —tanto matematica como cultural— y la experien-
cia de los estudiantes. Por ejemplo, plantean que en los pri-
meros cursos (0° a 4°) se debe hacer énfasis en el lengua-
je empirico de las matematicas de numeros naturales y que
s6lo en los cursos intermedios (5° a 8°) la matematica em-
pirica debe extenderse a otros numeros y el centro de aten-
ci6n debe pasar a ser la construccion del lenguaje abs-
tracto de las matematicas que se necesita para el algebra y
demas aspectos de las matematicas. Llas matematicas en la
enseflanza secundaria (9° a 12°) deben hacer hincapié en
las funciones, sus representaciones y usos, construccion de
modelos y demostraciones deductivas.

Los estandares especifican que la docencia debe ser desarro-
llada a partir de sitnaciones de problema. Siempre que las
sitnaciones resulten familiares, se crean conceptos a partir de
objetos, sucesos y relaciones en las gue llegan a entenderse las
operaciones y estrategias. De esta manera los estudiantes de-
sarrollan un entramado de apoyo que puede aprovecharse
mids tarde, cuando las reglas se hayan podido olvidar, pero la
estructura de la sitnacion siga grabada en la memoria como
el cimiento sobre el qué reconstruirlas. Las situaciones han
de ser lo suficientemente simiples como para gue se las pueda
manejar, pero lo suficientemente complejas como para que
permitan una pluralidad de enfoques. Deben resultar ame-
nas para la docencia individual, en grupos pequesios o gru-
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pos grandes, incluir diversos aspectos de las matematicas y

ser abiertas y flexibles en cuanto a los que deban wusarse.

b 11).

Como un elemento de analisis, se presenta a continuacion
un resumen sobre los temas (en cada uno de los trece
estandares curriculares propuestos) que, segun lo plantea el
NCTM, merecen mas atencion en los nzveles de quinto a octa-

vo, asi como los temas que merecen menos atencion:

MERECEN
MAS ATENCION

MERECEN
MENOS ATENCION

Resolucion de problemas:

Problemas abiertos y tareas am-
pliadas de resoluciéon de proble-
mas.

Investigar y formular preguntas
a partir de situaciones de pro-
blema.

Representar situaciones de for-
ma verbal, numérica, grafica,
geométrica o simbolica.

Practicar con problemas rutina-
rios de un solo paso.

Practicar problemas
categorizados por tipo (p.ej. pro-
blemas con monedas, problemas
sobre la edad).

con

Comunicacion:

Discutir, escribir, leer y escuchar
ideas matematicas.

Realizar fichas de trabajo relle-
nando los huecos.

Responder a preguntas que sélo
exigen como respuesta si, no o
un numero.

Razonamiento:

Razonar en contextos especiales.

Razonar con proporciones.

Depender de una autoridad ex-
terna (el profesor o una respues-
ta correcta).
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Razonar a partir de graficas.

Razonar inductiva y deductivamente.

Conexiones:

Conectar las matematicas con
otras materias y con el mundo
fuera del aula.

Conectar temas dentro de las
matematicas y aplicarlas.

Aprender temas aislados.

Desarrollar destrezas fuera del
contexto.

Numero/Operaciones/Calculos:

Desarrollar el sentido numérico.
Desarrollar el sentido operacional.
Crear algoritmos y procedimientos.

Usar la estimacion tanto para la
resoluciéon de problemas como
para comprobar lo razonable de
los resultados.

Explorar las relaciones entre re-
presentantes de nimeros natu-
rales, fracciones, decimales, nua-
meros enteros y numeros racio-
nales y sus operaciones.

Desarrollar estructuras concep-
tuales para razon, proporcion y
porcentaje.

Memorizar reglas y algoritmos.

Practicar con tediosas operacio-
nes con lapiz y papel.

Encontrar formas exactas para
respuesta.

Memorizar procedimientos,
como la multiplicacién en cruz,
sin entendetrlos.

Practicar el redondeo de nime-
ros fuera de contexto.

Patrones y funciones:

Identificar y usar relaciones fun-
cionales.

Desarrollar y usar tablas, grafi-

Estos temas rara vez se encuen-
tran en el curriculo actual.
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cas y reglas para descubrir situa-
ciones.

Realizar una interpretaciéon en-
tre diferentes representaciones
matematicas.

Algebra:

Desarrollar estructuras concep-
tuales para variables, incognitas,
expresiones y ecuaciones.

Utilizar toda una gama de méto-
dos para resolver ecuaciones li-
neales e investigar de manera in-
formal inecuaciones y ecuaciones
no lineales.

Manipular simbolos.

Memorizar procedimientos y
hacer practica de repeticiéon so-
bre resoluciéon de ecuaciones.

Estadistica:

Utilizar métodos estadisticos

para descubrir, analizar, evaluar

y tomar decisiones.

Memorizar foérmulas.

Probabilidad:

Crear modelos experimentales y ~ Memorizar férmulas.

teéricos de situaciones que im-

pliquen probabilidad.

Geometria:

Desarrollar estructuras concep-
tuales para objetos y relaciones
geométricas.

Utilizar la geometria para la re-
solucién de problemas.

Memorizar vocabulario geomé-
trico.

Memorizar hechos y relaciones.

Medicion:

Hacer estimaciones y realizar me-
diciones para resolver problemas

Memorizar y manipular férmu-
las.
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Conversion interna y entre va-
rios sistemas de medida.

Recursos metodoldgicos:

Utilizar materiales concretos.

Implicar de forma activa a los
estudiantes por separado y en
grupos en la exploracion, elabo-
raciéon de conjeturas, analisis y
aplicacion de las matematicas
tanto en un contexto matemati-
co como en un contexto del
mundo real.

Usar tecnologia apropiada para
los calculos y la exploracion.. Ser
un facilitador del aprendizaje
Evaluar el aprendizaje como par-
te integral de la docencia.

Ensenar calculos fuera de con-
texto.

Hacer practicas de repeticion
sobre algoritmos con lapiz y pa-

pel.

Ensenar temas por separado.

Hacer hincapié en la memoriza-
cion.

Ser el dador de conocimiento.

Hacer examenes con el unico
objetivo de dar notas.
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